یراو رون 


وافقت مديرية السؤون الفنية العامة على طبع هذا الكتاب في 
225 تحت علد ۷۲۹/٠۰/٤‏ 


1 Mn : 


نت سؤالاً مع اجوبتها 
EIS AL‏ 





الفصلالرابع 


التطبیقات العد دية الستمرة 








() لین ق د ظط (ت) و أ دك 
ارت ١‏ ڪڪ ٣‏ تاب دس » على ك متتاريسسة 
خایتبا ۱ 
فان لق ( سن ) ) متقارية و غا قسن 4 ا 
؟) ليئن ق د نط (ك) هآ كاك 
ق غیرستمرعند ۱ سح | متتابعة س على ك ك متفاريسة 
ایتبا 1۰۰ ولكن ن > اما غیر متقارسة اوتقارية ولکنسن 
فل رق (سن )> هی (۱) ۰ 
۲ تال لتطبيّق عد د ی انه مستمز انا کان مستمرا في کل"عنعتر من عناصر مطلقسة 
۶ ل بر دای کیرات و راي تشر و عد ل 
نستنتع (۱) کل‌تطبیق عدهی کابتامستدر [ ۲) کل تطیبق عد ل ی ذاتي مستمز 
)٥‏ ليكنق + ٠ك‏ سے جح تطبيقا مستيرا عند أ 1 

ل :۽ ح ه ح تطبيتا بحيث ل(س) - ق(س) ولاس 5 ح 
علا بان ح < ت » | < ح فان التطييق ل مستبرعند آ 
۱۵۱ کان کل‌من ق + ل تط (ل ) مستترا عند أ حيث أ < ده نان 

0 ےی ار ستر نها 
اتب ی ل سره (۱) ق (تم ل ستبرعند ا بحيث 
ل ا س) عه صئٹر پ س وك 
اة ارا "و 





A, ليكنق جح ممنط '(ح ) بحيث‎ )١ 
۳ > انانتان س‎ ۸ ٩ ق (س) * ای‎ 

)0 ارم ق في المستوى الاتليدى : عررس) 

( ؟) هل يكون ق مستيرا عند ۳ ؟ يرهن تبلك ۰ 


الجواب / ق غبر ستبرعند ۲ 
البرهان/ کر 
ا دی با( ي 


متتابعة على ج تاي ایب 3 احا 
لكن درق (سیا؟ - 






]و (عکل» سا ) 


1 
ہو 
TT) =‏ )۱۰ : : 
۲ 55 
> د ل سي متقاربة 
1 1 
ها <ق(سوا)- نا ۲2+ ج ؟ 
3 1 1 
دفا 75 »+ آغا در ٠)‏ ۷ 
وان ق (۱ ۴ ٩"‏ 
“.اغا رو(س) > ¢ ق(۲) 
ن 


٭ ق غیر ستمرهند ۲ ٣‏ .س ي صفر 

؟) ليكندق 3 خخط (حج ) بحيث ق(س) » . 5 
ِ س وا صر 

برهن ان ق غير مستمرعئد س = صفر وارسم ق ني المستوی الانلید ی 
البرهان/ 

با اه 3 اس × إطر- لم 

ن 
متتابعة علی ح متقارسة ری 
فا < سیک - مفر 


اقسا ریہ یا“ ہ 
غا ارق (س)) - نا ره ده 


جس 
ق( صفر) ۲۰ 
۰ غا لإق(س )) عو ق( صنرا 
ن 
٠٠‏ ق غير مستمرعند الصفر (مکل ۲-۹) 
۳ لیکن تط ۱ ) 3 
ليكنق 3 ع ) بحيث کے انا کان س 0 
ق( س ) ۰ ا 
1۲ عند ما سن س ۲ 
برهن ان ق ستبرعند س "۳ ۲ 
الرهان/ 
يمكن كتابة التطبيق كما يلي ٠‏ (س۔ے ۲).( س5 + اس +8 ) 3 ۲ 
وت ھا کک ا 


۲ عند ما س" ۲ 


ی اک 


أى ق(س ) س 7 س؟ + آس +2 الما س الي 5 
1 ند نا س۔ ٢‏ 
۷ منتابعة علوح متقارية ؤايتبا » ٢‏ فان . 


الس ) عو li “(t+ ٦‏ (س) خا دی 5 فا دس 
li .+‏ 5 


* 6ع« ؟ + كاعر +4 سس ونع 
وبا آن ق ( ۲) » ۱۲ 

۰ ها راق( - ۳ 

1 ره ۱ )> (f J3‏ 
۰ ق مستير علد ۲ 


س٢‏ + ۳ ت۱۰ 
مہ ]| 2 





2 اذا کانس ٢+‏ 
س 
1 اذا کان‌س۔ ٣‏ 
لیے 1( اع ۱عد قہیرا و تی کسی سر مہ 
الحل/ ينكن كتابة التطبيق كنا يلي ٠‏ 
قَ(س) - اج اذا کان‌س سے ٢‏ 
س سا 
1 انا کان س ۲ 
ای ان ق( س) « و اذا كانس ب« ؟ 
اذا گان س = ۲ 
ولكي يكونق مستمرا عند س» ۲ ائه ۷ و س » متتابعة علىح متقارية 
ن 


فایتبا » ۲ نان غا راق ( س )) = غا لاس (o+‏ - ما ؤس )م 
ن ن 7 
+ غا 


© هه ۷ m=‏ ق (۲) ۱-۰ عم 2۳ ۷ 
* لیکنق, و تط: رج )ايت 7 7 ا س و مز 


۳5 


۳ عند بأ س» صفر 





ق (س) سا 


)04 ارسم ق في المستوى الاتليد ى 

۰ () هل يكون ق مستمرا عند الصفر ؟ برهن تولك 
الحل/ قبلان نبدا یحل‌هذا اكتمرین لتعرف ‏ پاس۲" 
ا س اذا كان س ې صفر 
د اله رج الآنانى ١‏ صفر 

:4ات 


ای‌ان إس| > بسا اوح ۰ 
واستناد| الى هذا التعريف اعلاہ سلعيد كتابة التطبيق كما يلي ٠‏ 


+١ 


ص 
وی سس یٹ سے 


ق( س) u‏ ۱ ورن 


س س 
۳ 


۱+ ص 
ای ان ق(س) « ]| س( 
۳ 


الجواب / ق غیر مسشمرعند الصفر 


سا عفر 
س جم صفر 


علد ما س" صفر 
در هر 
س ذز صفر 


قدي 
عتل یا سس ۰ 


البیعان/ 3 _(سی 4 *. ۵ سس تایمةعلی ج 


متفارية وفايتها » صفز 


غا إى(س]) -غا لاق 2 


س 





دفا ۱۵ ہے غا + غا ) 


۰ ۱+ صفره ١‏ 
ق (صفر) ۰ ۳ 


3 


(شکل 1 مس۳) 


۰ غا د ق( ان > سل ق( صفر) | 


1 تی غير مستمرعند الصفر 
)٦‏ لیکن ی د نط (ح) بحيث 


ق(س) ۳ 


برهن أنق غير مستمر عنلكه س" ١‏ 


البرهان/ 


اج می لد متتابعة على ح art r‏ 


س + ۱ 


١ س‎ — 


مر ا 


عند ما س" ١‏ 


1 


سي ) +٦ (hrs‏ کت 


- ران + ١‏ غير متتاربة 


ق غير مستير عند س. » ١‏ 


ا 


صر اذاكانس عد ذا حثيتيا غيرتسبي 
) ليّتن ق : ح سهخ بحيث ق(س)- ا 5 


4۲اب 


اذ اکان‌‌عد د السبیا 


برهن أن ق غيرمستەر 
البرهان / ليكن تب عد دا نسبیا 
3 سی> جرج متتایعة على بح .متفاربة وفايتها - ب 


ولتكن مو( س و > Na‏ متتابعة 


ن 

مساو کیت ی . » بفعل‌التطبیق ق * 

ولنكتب الحد كد .التسعة.الاولى من هذه المتتابعة 7 

ای مق ص د د یه E e‏ ا 


۱ 
و سر یر را طن ¢ 
٤‏ 9 یٹ 3 
قرب ETE‏ 
A EL‏ 
0 ھی A O‏ ھک 


وعا ان هل » المتتايعة غير متثاربة 
ق غير مستمر في ہا 


اوقت 


۸) لیکن‌ی و خط ۱ج ) بحیث ق (س): »ا س؟ ٠‏ يرهن ان ف ستم باستضدام 
التعریف ۰ 

البرهان/ 
لیکن ب 3 ح 


ا + متتابعة على ج متثاربة ضايتها عاب 
غا رس ))- غا (س)۲ ۶ 2 ا 


و اس ٹا 

وما ان ق ( ب) = ب٢‏ 

فا ری( 274172 3(:تب) 

٠٠‏ ق مسثير علد با 

ولكننا اخذ نا ب ای عنصر من‌عتاصر ح کان ق مستمرا نيب 


ےی کو 
۹ لیکنق د تط ( كك ) بحيث ٠‏ 


دت اعا اذا کاس < صفر 
ق ( س ) - ا سس ا او 7 
۲ عند با س = صغر 
کے ات 


حيث ك مجموئة الاعداد الحقيقية فير البوجية 
برهن ان ق مستمر 
البرهان/ استناد! الی حعریف القيمة المطلقة تعید كتا بة التطبيق كما ياي ٠‏ 


5 ص س إصفر 
ق(س ) « , سا هم 5 
۲ عند ما س = صقر 
۲ س را صفر 
ای ان ق ( س) = ۲ عند ما عن > صاز 


ای ان ق (س ) = ۲ ۷س صفر 
وبما ان هذا التطبيق ثابت ۷ س د مطلنة 
۰ ق مستمر ( کل تطبیق عددی تابث مستبر ) 
)٠‏ ليكنق : ج سے جع بحیث ق(س) الم 
ولتكن أ - اس: س و ص لما 
برهن انق غير مستيرني 1 
البرهان / ليكن ه 3 [ 
وش ۔ لاھ ۔ > متتابعة غلوح منثارية رفايتها - ه 


درو( س)) = 2ى( تت 4 © ا( 


AN حك‎ AS 
۲ 2 دلج تن‎ 
غا لاق( س)»- ها 0 -)) = = کے‎ 
ن‎ 
نودام جع‎ 


۰ غا رق ( س) > ق(ه )۱ 


ہق غہرستمرعند س ٭ھ 


1 اینا اخذ نا ھ ای عنصر من عناصراً بد ون تعیین 


1 : کارد EL‏ 
وف رت 1 ياس 4 
ES‏ اس 
١‏ لیکن ق : ح هاح بحيث قاس ا ا ود 
1 اذا كانت س ه» * 


-6ؤاثات 


0 مثل ق د يكارتيا 

٢‏ هليكون ق متناظرا مع المحورالثاتي ؟ برهن تولك 

۲ هل‌یکون‌ق محد ود | من‌الاسنل؟ برهن تولك 

6 برهن ان ق غیر ستمرشد الصفر 

الحل/ 

۳ ق مثٹاظر بالنسبة للحورالثاني لانه 

۷ (أء ب اس ق نان( ہا باوق 

۳ زا ۱ن۷ سب ٠‏ فان ٠٣‏ سے مر 
ق( س ) > صفر ا 
نان چک د = )صقر سے 


ق( س )> ۰ او سس ےت 

وبما ان ق ( صفر)ك 4 ای ان 

ق( س ) > صفر 

۰ ق(س ) > صفر ۷ س وم شکل ( 4-4) 


٠“‏ ق محد ود منالاسفسل 
€) بنا الہ 3 (س» = (رصفر + + متتابعة على ح متقاربة 
وایتها «صفر وان (ق( سرا4 دق( )اک دنه 
غیر تقارسة 
٠٠‏ ق غير مستمرهند الصفر 
)٦‏ لیکنق تط (ح ) بحيث ق(ا سا ٭ |س- | -|س| + |صس۲۶| 
برهن انق مسثمر ٠‏ وارسم ق في المستوى الاتليدى 
البرھان/ اس ا| د ٠‏ حح سه ١‏ 
اہ ری ہے ا ہج 


ان ۱۳۰ ۰ چم س - ل 
E E SEE a‏ 
SS‏ پا ۱ یسلت 
٢‏ س +) اوت 270070 
ای ان ق ( س ) « 2 7۱ 
۲ س + ۲ مک ۷ 


— ۲ 


ليكن ل + ع سے ح بحيث ل( س) = اس٣‏ 
ل مستمر ( كثير الحد ود ) 
٣--‏ 


<٠.‏ ق(س) - س]اس-» مستي رلا س .ا حل 
1 


[ ملاحظة ۵ ) ۱(۰۰۰) 

وليكن ع : ح سه ح بحیث ع (س)ه آس+ ؟ 
ج هستیر ( کثیر الحد مد ) 

۰ ق( س) = اس+ )باس وداج 27 


وس مس( ٩۱‏ 

ولیکن ك : ع سح بحیث ك (س) 4*۰ 

ك مستمر ( کل تطبیق عد د ی ثابت مستمر ) شکل ( ۵-4 ) 

۰ قی(س) 4 مستمر ¥ سد ۱۰ ۲(۰۰۰) 

ولیکن م ؛ ح سمه ح بحيث م( س)» آس+ ۲ 

و کر الحد و ہر 

۰ ق(س)٭ ؛س +٭ ٢أ‏ ۳ سکا۰۰۱ء(:) 

من (۱) و۲ ۲) و( ۲) و(5) تستنتج ان 

ي مستضر 

( یکون التطبيق مستيرا اذا كان مستمرا في كل عنصر من عناصر منطلقة ) 
۲ لیکن ق : جح سے ح بحيث ق(س) ۰ س؟ - ١‏ 

وليكن ل ٠‏ ج سے ح بحيث ل( س) ه س۲ + ۱ 

بزهن ان كلا فنا لتطبيقات التالية مستبر 

() قي- © ال (۲) ی 1۵ ۰ (۲) ق"9ل (4) ق هم ل 

[) (۲ی) ۱ 
البرهان/ با ان ق تطبيق كثيببسر الحد ود فهو مستمر ( كل تطبیق کثیر الحد ود مستمرا 

كذ لك ل تطبیق کتیر الحد ود فبو مستعر ( نفس السبب ) 

وبالاستناد الى البلاحظة )١(‏ ص_ نان كلاسن ق ©ل هق © ل ٠‏ 

ف @ ل ء ق ل ء (۷۲نا)ا سر اس 





تناريمئن 
a |‏ 
۳ ان ان ۱ 
۱) لیکنق : ح چه ع بحیث ق (س) ۰ ۳3 3 


۳ عند ما س= ١‏ 
برهن ان ق غور مستمرغند س " ۱ 
AE‏ 


۲ ۲ 2 
۲ لیکنق : ع سبه ح بحیث ق(س) - ی کیل مر 
۳ سا ۷ س ج هفر 
هل یکون ق مستمرا عند الصفر ؟ برهن تيلك 
کا ليكنق جح و اح بحيث ق(س )م ۱ س ادا ان سج د یي فیرح 
(٢‏ صٹر اذ اکان سن عدد صحيح 
هل يكونق مستمرا ؟ برهن تولك 
۶ سے 48٥-١‏ کان شش 1 
6 لیکتق :ج هج ابحيث ق( سئ) ٭ اج 5 
۲ عند ما س = 1 
١ہل‏ یکون ق مستمرا ند ۲ ۶ برهن قرلك 
۲ هل یکونق مستمرا عند ١‏ ؟ برهن تولك 
دس اناکایس 2 و 3١‏ 
)٥‏ لیکنںق؛ (٭.+٢]‏ سے اح بحیث ق(س)٭ إ 
)١‏ مثل ق ديكارتيا 
۲ هل یکون ق ستمرا ؟ برهن ثولك 


۳ س اذاکان س «< [ا + 15 


کے س > صفر 
)١‏ ليكنق : ع سےا ج بحیث ق(س) ۔ ٣ساسا‏ پ سز ضفر 
هل یکین ق مستمرا عند الصفر ؟ برهن ترلك 
۷ لیکنق ؛ ج + سے ح بحيث ق(س ) ۰ باس 
برهن ان ق مستمرا + وارسم السخطط الد يكارتي للتطبیق ۰ 
4) ليكنق : ح مسهاح بحيث ق (س) » سس وسح 
برهن انق غير مستمر في كل عدرل صحيح وارسم ق في المستوى الاتليدى 
۹) ليكنق 3 نط ( ك) وان قغير مستمره وليكنل 2 نط ( ك ) وانل غيسر 
مستمر فہل منالضروری ان یکون 
)١(‏ ق © ل غير مستس (5؟) قف تال غیر ستمر ( ۲) ق (2) ل غير ستر 
بشرط ل(س) عو صفر ۷ س دك ٠‏ يرهن تولك في كلحالة ٠‏ 
عاك 





س. 6و ۲ 


5 20 ليكنق:ح به ح بحيث‎ )٠١ 

1 عند ما س = ۲ 

حيث 1 < عم , 

جد تيمةأ التي تجعل ق مستيرا عند 5 

1 اذاكاني ستبرا عند | بنانق(1) ب صفر نان ( ل مستمرعند‎ )١ 
۳ 1 

5) اذا كانق مستيرا عند أ رکال ستما عثذأ فيرهن ان ق * ل ستمعا 


مار اب 


> ادا اس‎ ١ لیکن‎ ٣ 
/ 5 ق(س)‎ 


11 


۱۷ 


۱۸ 


۱ اذا کان یط + 
۱ اذا کائت س ۲ * ۱ 
لپ( )> E‏ اذا كاتث س5 2+ ١‏ 
برهن انل © ق مستبرعتد الصفر وكذ لك يرهن ان ق غير مسثير عند الصفر وان 
ل غير مستبرعند ٠ 0١‏ 
اذا کانق (س) = س ل (س) : 
س ۰ع(س) اذاکان س + صفر 
مشر اذا کان‌س - صنر 
انع : ع ۰ سه عم بحیث ع (س) ۰ ( لل ) 
ران (س) = (سب وسيم ) ۸( س+١(]‏ س) 
حیت آ ۸ب چم اصفرالعددین أو ب 
هل يكون ق مستيرا عند الصغر؟ برهن قولك . 
پا" س ر 
ليكنق: ح سمح بحيث ق(س) - ہے س ا صفر 


هل يكونق مسثيرا عند الصفر ؟ برهن تولك 


س* ۱ اذاکان -۱ . 
برهن انق غير مستمرعند الصفر وان ق یعثلك اعظم واوطأ قيمة * 
1 
لیکن ق: ج سه ح بحیث ق(س )= e‏ باس وع /۱۰۰۶ 
یا oL‏ ۱۰۰ 
)١‏ مثل كلا من ق ه ى © ق ه ق © ق ٭ ق ديكارتيا 
؟) برهن ان ق غير مستمرعند س » ١‏ 
؟) برهن ان ق ۵ ق غير مسثيرعند الصفر 
)٤‏ برهن ان ق ٥‏ ق ٥‏ ق مستمر 
لیک نق : ح /[ س ۲ء [٣‏ سے ح بحیٹ ق (س ) "= )سس 
مثل ق دیکارٹیا وبرهن اته مستمر في متطلفه 


حيث ل (س) - 


ا 


آس؟ + باس 4 ا سو] -١؛‏ تا 
1۹ اذا کانق ۰ سم دورس کی وت لی 
پس۲ + سس +۲ او ۲:3 
وكانق مستيرا فجد قيمةكلمن أ + با ثم مثل ق ديكارتيا وبرهن انه متزايد في 
۴٤ئ6‏ 
الاب 3 1 = 0ؤ بء ظر۰ 
اا + جد ماك مولعو ن۶0 
٦٦س‏ ۷ سوم 


وليكن ق (س) - 


اس ا ¥ س9 ن 
اس باس؟ + حاس د پ سوج /(م نا نا 
حیت آ 4 i‏ هو ود وح 
واذا کان ق تطبیقا مستمرا فاجپ عن الاسئلسة التاليسة ۰س 
)١‏ جد قم أه ب وج وه 
)٢‏ مل ق دیکارتیا 
۳ هلیکون ق بحد و۱ ٩‏ برهن تولك 
٤‏ برهن ان ( ق موق هق) ۳۱ ۰ ۱۱۱ 
الجوا ب اه نويه أوحسه سا ول ت۰۱ ۰ 
7 ] +۲ باس و [* ۰ 1۲ 
)١‏ لیکنق:؛ ا و1 ساح بحيث ق(س) » ای و کا 
ىد ؛!! وس 535 CT‏ 
)١‏ متل ق د يكارتيا . ( .)١‏ برهن أن ق مستمر 
؟) جد اوطا نيمة للتطبيق ق واوطا قيمة للتطبيق © ق ) 
4) برهن ان ق محد ود 3 
ه) جد البساحة السحدد ة ہہن بیانالثطبیق ق پالمحور الاول والبحدد ة بنقاط 
التناطع معه ٠‏ 


سے 


| النصلالخاس 





بند ۲۱-9 غاية التطبيقات العد دية 


تحریف ( 1-۵) العناهر: الملاژمة ( العلاصة ) لمجموعة عددية 
لتكن ك مجموتة جزئية من ح خير خالية وليكن أ < ح 
1 1 ملاصق الىك چ3 ہن ) متتابعة ني د7۸ لا 


وایتبا - 1 
۲ أ ليس ملاصقا الی یت  ۷(‏ ( منم ) اذا کانتلمن) اني‌ف /1 11 
نان - من سلے ! 
ملاحظات ( ۱-۶ ) 





۱ لیس من‌الضروری آن یکون فتاك عتضر ملاصق لكل مُجمونة 
فعثلا الجموية ك -۰ ۰ ۲ 4) ۰ آن هم ۱۰.۰ لايوجد عنعر ملاصق 
لها مثل أ والسبب في ذلك اه اتوجد_متتابعة في السجموة | ولبا شاية 
۲ اذا کاتت لك مجمحة منالاعد اد الحقيتية وکان ] ملاشقا دباانلیس شن 
الضروریث < ك 
۳ ند یوجد اثثر من عنصر ملاصق لمجميعة 
کل I> pa‏ « الاي کا اہ لے 
*) كل عنصرني ج هوملاصق الي ج 
تعريف (:ه-1) 


ليكنق د تط (ك) هأ ملاصقاليك 6ل و ح 


ل غاية ق عند آچه ۱ ۷ من )(اذاکان ز من)تابعة 
في ك / |۱۱ متنارية ايتا = أ٠‏ فان (١‏ ق( من )> متقارية فایتبا 


ورز للعبارة غاية ق عند | تساوی ل ياختصار ل 
غاق - ل اولاق (س )دل 
EE 1‏ 


)٣ ١ ( تعریف‎ 


لیکن قى د تطا ك ١ا‏ ملاصق‌الىك ءل وح 
ل ليست غاية للتطبيق ق عند اجج وزم ن متتابعة تي ك ⁄1 1 ] 
متقارية وخایتها 1۰ لکن ‏ ق( م ن )> اماغیر متقارسة او تتارية وفایتجا دل 
حیث ل عدد | حئیقیا وحیدا 

بلاحظات ( ه - ۲) 





)١‏ لیکن | ملاصفا الی ك » ق و تط (ك) 
2 بتر اا فاق = ى( 


RÎ 


؟) غاية التطبيق بحيدة 
(r‏ غاية التطبيق التابت هو العد د الثایت نفسه 
)٤‏ اذا کان ق ( س) »اس ء د اناد ١‏ 
٭) لیکن ك مجمومة جزئية من ح غيرخالية 1٠"‏ عنصا ملاصةا الى كلمن ك ۰ 16/0 

دلیلت هم: لك / 1۲1 ع ء لبك عوج 

ناذا کانق(س) « ع (س) اس 3 ۵ أوانغساع - ل,حیث 

ل دج فان‌غسای « ل ایضا ۱ 
٦‏ ونتيجة للبلاحظة الخامسة ٠‏ 

لیکن أو ج :ان وط 9 


ا 
ق: /۱1] -هع بحیث ق(س) ۰ ثح فانخساق - نأ 





۷) اذاكان ن ووط* ه أ > صفره 
ق : ج+ سهع بحیث ق(س) * لس نانغساق - 2 


۸) لتکن ك ص ح غيرخالية ۰ ] فلاصق الىك 

ا 5 تین رو ا O‏ ل 
ن: 
۱غضا(ق ۵ )اه فاق + فاع ه ل + ل 

١ 1 ۹1 1‏ 1 
(۱ شا( ق ۵ ع )ع فاق ٠‏ فاع «ل ه ل 

۱ 5 1 1 

غا 


غا(و ل 
EE 7‏ لم 


بشرط لم مي مفر 
0و0 نا دوسا حیث = و ج 


انتلسة ببلرلئة 
۰ تسس سح 
لیکن ق : ] س؟ 1۱6 سے ح بحیث ق (س) » ۵س۲ ۲ 
)١(‏ يرهن ان كلا من س 4 ۱۵ ۵ صفر عتصراملاصقاالی 4-۲ + 31 


(؟) جد ضاق 
-“ 


(۷۱ 


الحل/ لتكن اماه 1-۳ 211۰ 
1( ان و »+ ل متتابعةني ك /] ب 4] متقاربة 
ایتبا - 
“ده 3 ... 
ب) بما ان و دز نم - درس متتابعة ني ك / [ا| متفارسة 
خایتبا - ۱ 
3 از مسا فیلات 
ج) با ان 3حمن» » ده متتابعة يفايتها - صفر 
٠:‏ صفرعتصراملاصق الى ك 
۲ لمن > متتابعة في ك /| -؟] متنارية ؤايتها - -؛ نا نلق( من )) - 
م ن 
6ہ و وو تم صلی 
را ظا 
*(-)؛) (-4)-5س الا 


مثال ۲) لیکن ق؛ح همح بحيث ق(س) کے نار و 
عند ما س» ؟ 


فا 


الحل/ لچم تک و / ری مفاة فایتبا ‏ ؟ فان 
غا وہ( ہن)) عفا ‏ (من ) "+ دفا ژرں) ‏ فا زم »> ٠‏ 
غا رمن »م + فا 12» 
I e A AS CAE ۶‏ 
“فاق هس ۱۰ 
: د : 1 س ۴ج٢‏ 
ثال )٢‏ لیکن ق ؛ ع سح پحیث‌ق( س)٭ 0 
عند ما ميس ٢‏ 
برهن انه ليس للتطبيق غاية عند ۲ ٠‏ ثم جد 


2 دم ن6 + سابع اح ري ح /1 فایتبا - ۲ 
لکن ی( 0 7 ا +r‏ 1+2 


رهن +۲۳ غير متقاريسة 
( لان التطبیق قى + ط* سح بحیث ق = +۸ن * ۲ غي رحد يد مسن 


الاعلی ) 





AEM تب‎ 


۲ ليس للتطبيق غاية عند‎ ٠٠ 
ور قاس ۱5 نت سر‎ 








ل غسا( ۲س+۲] کاس +۲۱ 
سا یڑک ہے ا 27 ENES‏ 
وس ےہ TOTES YES‏ -فا تا ٢‏ 02 
ا ۳۹ 1 
ا یگ و ہا 
۳5 ۳ 
5 ۱ 3 غہاق 
دای ع نے( د 11 لا غاق, بي صفر) 
ا ۲۲ قم فاق 1 


متال 4) لیکن ق: جح سماح بحیٹ اده پچس چ ١‏ 


برهن انه لیس للتطبیق‌غاية عند ی ۰ ۱ 
البرهان/ استناد! الى تعريف القيمة المطلقة يمكن كتابة التطبيق بالشكلالاتي #٠‏ 
+١‏ اس س 1 
lS‏ س1 
۱ عند ماس = ۱ 
در +١ <١‏ لم متتابعةفي ح / ]١[‏ منارة فایتبا - ۱ 
وان‌غا « ق( غارا + (۱+ ج 4 0 
ای‌ ان ق( س) سو « عدابا سل -سه ۱ من ججبَة اليبين 
وريز الى هذه الحالة فاق, = ه 
سس ۱ : 
کذلك 3 چن» ۰ (۱- > ماب نيع / [ اأمتقاربة رفايتبا- ١‏ 
وان غا رود )) + غا +> ۱+ ۲۰ 
ای‌ان و( س) ؟ عند مازين به 1 من بجمة الیسار ورف آلی هت ه الحالة 
غاق ۰ ۲ 
س 
وبا ان فاق و غساق ای الفاية من‌الیبین موجود ة وکذ لك الذاية مسسن 
من سس ۱ ,۱ الیسار لکن غیر بتمامتین 
٠‏ ليس للتطبيق غاية عند ١‏ 


et 


١ ١14‏ یں 
مثال *) ليكنق : ح سح بحیث ق(س) س چو من 
برهن انه ليس للتطبيق غاية عند سء ٢‏ 72 
البرهان/ 
3إن» » 12+ ل متابعة متتارية فيح / 1 5| ایتباء 
اع ۱ : 1 
وان فا رق( li = ٦‏ م 1۲( عش 4۰۲ 


کا ی 
: ن‫ ن٢‏ 

۰ شاق ١=‏ 
ہی کس و 


كذلك 3وسنم -(؟ ‏ لس متتابعة في ح /] ۲] متقاربة ضابتها- 5 
وانغا ( .ی( ۲ طل)) - غاطع -۲۱- +13 


ںا 
بک اد 5 ' 
٭ضافقو, کو اق_ بخ ليس للتطبيق غاية عند ۲ 
ساتہ ؟ ہے کے ای 
سا + ۵ھ 


مثال )١‏ لیکن ت : ح سمعدح بحیث ق(س) ٭ 
ص٤ ٣+‏ 


جد فاق .ء بجاو 
ص٣‏ 
الحل/ SEY‏ 


. غب( س۲ + ۵) 0٤‏ 
دسر © چک TET‏ وا ہا 
۳ 
2 5 3 
(r‏ كذك عاو لا ہے جر 
û ¥ ۲۱۰ 1‏ 
س + 


مثال ۷) لیکن ق؛ ج / ٢۲ا‏ سح بحیثٹ ق(س) ماس 


سيت كاف ٤‏ ع تلات جد ياف 


البرهان/ 3 
3ن - + 2 متتابعة في ۲-۶ سفاربة ؤايتها » -۲ 


o 


اکر ٹپ 


کن ری( ,نا)5 (ی( ۲ ))- < 4 





اک کے ا لیس لک وو 
E E 7‏ 
حب 
( لان التطبیق ق : ط يبوج رید ھن © + سل فیر محد ود ) 
٠‏ ليس للتطبيق غاية عند س- ؟ 
شا(س؟ + ) 


شاق - نا تلطا کر و 
س+ ۲ غا ( س + ۲.) 3 


لان ق ستبرعند (۲) وان شا ( س+ ۲ ) حو صفر 
۲ 
٢س‏ ۷س ٭ (* 2١۱۴‏ 
سال ۸) لیکن‌ق : . [صنر » کے ج بحیدق (س)×إ 23 3 
: 1 س۷س ے ۰۱ ۲۲ 
جد غساق 
1 


( ا پان متتابعةفي ل* ٠1ل‏ ستقارية ؤايتها - ١‏ 
فك لقال ن)) - كلون)» 
ior)‏ کرس و ود ر رت 
1 

سے ۱" 
۰۱ ۷ دون متتابعةني ]۲۸۱) متقارة فایتها ه ۱ فان 
رو(منا> سرت > 
غا ق( من ا ہا فا (۲) سفاً وت ٣ے‏ ١۔٣‏ 

ضاق, »۲۰ 

E 


اي زر و ےعغصاق, ۲٠‏ 
ها كي 


وین ایجاد الغاية کنا پلي +- 
غاق عه فا( س) «غاء_ قاس سك 51-١‏ 


1 


سه *١‏ ا سے ٭ سے 1٭* سوا 
یبای < سا( اس اعجاس ۰۰ ۷( ۲۰:۱ 
رف ٥‏ کو سے 1 

۰ غساقړ = فساق نس ؟ 

سےا سے( ”” 


۳ LILES 


اسا سمب یز اق 
س+ ١‏ 1 


عند رما للمخطط الديكارتي للتطبیق یظبر ان السخطط یمتل خط مستذم 
وتظبر فجرة عند النقطة ( -۱۰ ۵-4 ) 
وبالتحلیل للعوامل نستطيعكتابة 


ورس 2( آس‌س۳) (س + )ر 


مثال 4) لیکنق : ح مر ] -۱] سیصح بحیت ق(س) « 


س +-۱) 
س + ۲ 

ونا ان س چ ١‏ کے“ س + 1ء 
۰ یجو لنا 'قنتمة البسط والعقام على س+ ١‏ 
ا سب -1 
لیکن ع(س) ۔ ٢سے٢‏ پ س دح 
ونحن نعل منالصلالزاع ان‌التطبیق غ مستبر کثیر الحد ود 
4 مع( مهم 
وما ان ع( س)» ق(س) باس واح ۱-1 

غاع (س) - اق(س)ء ه ( راجم‌الملاحظة ه ) 


سا -۱ 


5 7 (e 
ليكن ق ح+ 1 بحیث تی( س) د مسب فجد غيساق‎ )٠١ مثال‎ 
ر ا هک ایپ‎ 


الحل/ عند التلمض عن س بالعد د (0) مباشرة فان ى( ) ل خفن 
شر 
عفر 

رالتي لامعنی لها ۰ 1 

ولکن پضرب البسط والمقام بصرافق المفام عل + ۲ بشرط س د ‏ || ١إ‏ 
E‏ سا ر (س)٤)(‏ اس ) 
۳ باس -؟) پس +5 ۳ سن ا ) 
وسعا ان س ٭ ٤‏ نبا ستطاعتنا حذف العاملالشترك لتحصل علی 


ق(س) ۰ تشد ۷۰ س و ح+/[0) 


لیکن ¿ (س) = ل اس دح* 








انق( س) = 





ان غ تطبيق مستمرعند 6( برهمن) 
اکا زی 41 الات لت 
0 ۳ ۳ 


وما انق( س) = غ (س) مس دام 0 
فاق - ام ل ( راجم ملاحظة *) 
٤ ٤‏ ۳ 





سا 9 ات 


مثال ۱۱) لیکن ك - زع : سرب 1ه س چ - ۱ 


وليكن ق : ك هاح بحيث ا ق(س) - ا 


س + ۱ 
جد فساق 
ک1 
الحل/ بنا ان س غب -- ١‏ 
۰ یکن ضرب البسط والعقام بعرافق البسط فیصیم »- 
a ULES GEE)‏ دس 
)+1( ) 51+ س + )1١‏ ( س + 1) 7+ + .0 
ونا انس ر ا 
۰ يمكن قسمة البسط والعقام علی ( س+ ١‏ ) فيصيح 
1 
ق( س) د 
73 ۰۷ س* 1 
لیک ا ا 12 
+ س+ 1 


ونا ان ع ستيبرعند ( ل )١‏ ( برهن ) 


ق(س) ۰ 





1 ۱ 


“.ماع ( س) ۶ ع ۱ -۱) ۰ سس تسم 
ا ۱+۱۷ 0 
DS TD ES‏ 





“.فاق فا نی 
۲ 


ہج 1 


مثال ۲ ۱) اذا كان كلين م ù‏ 3 ظط اد ع 3 














ن 
ق:- ج ا هع بحيث ق(س)- س نيد فباق 
تا 
الحل/ ہما انس و أ سي قتا عي عير 
** يمكن تسمة البسط والمقال على س ب أ قيصبح 0 
ين أن ا 11-0 
ق(س)< سس شاب سے 
ای سے حا ما 
تا ا ا 
: پچ 22 
- م ت [ راجم ملاحظة 
غ ال 1( 


۷ ۵ ات 


بثال ۱۳) لیکن‌ق(س) « س۲ + ۲ 
بواوت 3 ٩٩‏ قلح یں ہاو مار 


7 : ۲ ق(ه) اق( م) ضر ا وہ 
الحل/ التعوض عن س بالمدد عفریتی ںا ال 5اش سب لامعنی لها 
صفر صقر 
ولذ لك یجب ان نتبج‌ايلي ٭ے 


ق(۰) ما و ق(ه + س) ه (ه + س) +۳ ساس؟ + ۱۰س+ ۲۸ 

ق ( ۶ + س) دی (کداه د س٢‏ + ۱۰س + ۲۸ - ۲۸ 

تست ال سس تست 

اس امت 
لس 


س 
= سس + ١ا‏ لان س ج ٠‏ 


ن 

ق( ۵ + س) ق( ) AE‏ 

ہے* س : ۱ 
N OE‏ ا ہہ TOT‏ 

ہے ا فا ع جف TEE‏ 
7 
الحل/ ا ال ے امرپ )سقلا حكنت لاہمی لہا 
صفر عفر 


ای( حدم و 


49 ( + :)3 
۱ 
وا سا 
)®+ ۱ 


١غ‏ ا ونا 76 





وند یں - ضفر ستحصل على النتيجة لس ايضا وبتبسيط المقدار 
صر 


اکر وذ لك ہایجاد الشاعف الشترك لخارن کسورالبسط تحضل على :¬ 
۶ 4032 لد 8 ۷ رل(وں ٤ع‏ ( 











۳ preps 

EES‏ یازا نع عفر نیک اختضار العاملالشترك 
EE‏ 5 
00 ۱ (۰2 ۱ ) 7 ے٢‏ 
صر ۲۸( ۵ ۶ )۲ 11 


ساره اس 


مثال 5 )١‏ ليكنق( س ) « سا 
ع ق( ن + ۲)-ق ( ۲ 


ن سهصفر ت٢"‏ حٹ3٭مز 
الحل/ و( ۲) » و 
9 رہ 50002 
iF UF‏ 5 
وما ان ن چ صر کک کے 
(OES lg TIS‏ مو ساد 
ت٢‏ 


ى. ؟+ان+ ن٢-ح)؛ج‏ رگن + ن51 


نآ ن٢‏ 





کرت +t)‏ ناے * +ن 
ٺا TIE‏ : (یکل هب۲ ) 
منالمخطط الد يكارتي المجارر ( شکل ( ۲۵ ) 
للاحظ ان ص شت یزد اد "بد ون حداود 
ن 
عندما ن سج صفر خلال القيم المرجبة 
وتنافس بد ون حد ودعند مان يه صفر خلال التيمالسالية * 
٠‏ لاتوجحد الغابة 
شال ۱۱) لیکنق ( س ). ۰ مر۲؟ 
سرارد E‏ ق( ۱+ ها ق(ع۱) 
ھ سهصفر ما 
الحل/ 3( )١ا‏ 3( س + ه) ه زان جاه و + ۲ھ 





۾ هش > صفر 


GED ESE GO SE‏ مھ ما سی 
۷ ۷م 2,۷ 
= 1 مس ۲ هش + ۳) 


اه شا رام ET‏ 


سس 
یم 5 ی ۲من +۱ اج سس چا 
مثال۱۷) لیکنق: [ٴ-١ [٤+‏ سیع بحیت ق(س)ء ات E‏ 


۱ متل ق دیکارتیسا : 
(۲) هل ق مستمرعند ۱ ۲ برهن اجاپتك باستخدام الملاخظات ( ۲-۵ ) 
الملاحظة الاولی 7 


کت 


البرهان/ لكي تبرهن ان ق مستمرعئد ( )١‏ 
يجب ان تبرهن مايلي “سم 
(۱) ق(۱) معرف ای ق( ۲ د ح 
ا موجود 3 


)١(ق )غاقه‎  ( 
1 


وا ان ق(١)۔‏ ۱×۲ +۱ء٣‏ 
٭ ي( ۱) معرف 
لتنغات = 


( برهن) 
سے ١‏ ٭* ۲ 








رشاق ۰« ۲( برهن ) 
س‌سه ۱ 
لا توجد. غايسة للعطبیق عند (.۱) 
ایاپ اط رات غير متيثر 
۰ ق فیر مستمرعند ( ۱ ) ( آس۲ س 5 (-۱ ۰ 7 
مثال ۱۸) لیکن ق : [-١ء J"‏ سمح بحيث ق( سا“ 920 س72 01 
( ۱) مثلق دیکارتیا 
(۲) بتفس‌الطريتة المارد ة ني المتال ۱۷ برهن ق ستمرعند ۱ 
ال لش US CAG‏ ۶ برهن اجابتك 


ھ ہے ٠‏ ® 
الحل/ )١(‏ ق )١(‏ - آامعرت 
(۲) غاق = ۲ ( برهن ) 
سم ۹ 
تحت ع 6( 0 
کے برهن زا کی 
تماق ب» فاق » 5 اى أنالغاية مرجردة رتساری ٢‏ 
کیا سسا“ 
(؟)اغاقه ق(١)‏ 
1 


. 
۰ 


اق مستير عند ۱ 
(۳) 2 ۱ ق( ۱ + هد ) ق( ۰۱) 
ههه 53 
[ ۱) نجد ق ( ۱+ ها) اا کر ۱ء أوه< صفر 
نيكون ۱ + ه د ۱ ناذا تان هم صفر فان ق( ۱+ ه) « 
+١ (۳‏ ھ) = اھ ١ھ‏ 


شور اد 


وان ق ۱ ۱) ۰ ۲ 


کا ق( ۱+ه) اق( 1١‏ ) ۲ | ۲ هس آ کے ہے 
ہے۔ ھ5 FA‏ ھ 
ام ق( ۱ + ه) سرق( ۱ ۲ 0 

ھ هصتفر* مه 


راذا کان ھ ج صفر وهتاً ق ( 01+ ه)س 5( (+ ه]آه 1(5+ له +ه ) 


ه ۲ + 4 وه + ۲ و ] 


وا ق(۱+ ه) سقر( را .و۱ ۲+ ه+ ها سا 
ھ مھ *. م هھ س ۰ ۳ 
0 | فلج ۲ هر ام EO LUI‏ 
ده ھ ھچ 
۱۳۹ ر 
TEE‏ هھ 
0 لشف ساق( ۱) , ق( ۱+ ه) سرق(۱) 
ھ سھصٹر* ل اھ یضار" م 
۰ انیب و 103+ ه)سق(1) 
سه صفر م 
شال ۱۹) لیکن ی € اه وهأ وح دس -)| پاس و ]4 ۰] 
بخیث ق( س ) = س ماس ج3] 585 


شري ديحكارئيا ثم دنا 3ev‏ =[ 
1( برهن ان فاق ال 


15 برمنات مساق‎ (r 
مل ترجد للتطبيق ق فاية هند ) ؟ برهن اجابتك‎ ۲ 
برهن اجابتك‎ ٩ 4 هلترجد للتطبيق ق غاية عند ب‎ ٩ 
الحل/ (1) لاي متتابعةني س‎ 
ما 1[ ۲ ستارية اینبا-۲‎ ۲- ۲ 


(۱) سا جم وت نان 
مق( * 0 





NS 


غا (9(ي 4 - غا لق e‏ 


1 7٦ AT lik ا‎ - 


ای متا وج 

سس ۲ 

۲) عند ما ون ]1:۰۱ نان رت( »وه !> * و امن - AE‏ 
۰ داح top‏ 


۰ غاواو (من)> غا رد امن > 
= غا وام ن) ‏ غا e eS ES‏ 
٠“‏ ضاق ۰ ۲ 
+ 
سس٢‏ 
0 فاق - غساق, ۰ ۲ 
سس تاج یش 
3 غصاق ۔ 
۲ 


٥پ‏ سايمة في [ -۲ ی ] از ۲تناية فایتبا - -۲ 
فان( ۱) عند ما اسان > < ےا فان 
حرق ا ہن - اسن - > 


۰ غاد ق( سان -غا جسن ۲ - فا T_T‏ 
دوخ E‏ 
س‌سه با 
ا عند ا < سن د [-5ه ۲[ نان ی ( س ان ۶6 ([سن7> 
ہج > 
أ و که اقا 13> م و 
+ ا د س 
س سھ ا 
۰ فتاق,م اق ١=‏ 
سسا سے رورا 
٠‏ غاق د سآ 
خ۲ 
۴ تح ن> متتابمة في ] ۲ هآ > | ختارة فَایتاٴء٘ 
ازم ن> د ] ۲ء 3٦‏ نان <اق(من > 2۰ من ۰ 
و 
فا جر (من) > E OS‏ 
نان دصر 
ب هه 8 


ےی 


عا ا و غا ومن »> - غاجمف >l‏ کم 
“۲-٤‏ مقر 
ما سے اق ۔ صفر 

پیک ڈو 


ادح > د ]۰۲ ۶] نان‌دری من > E SAS SBS‏ 


۰ سسا -فساق- صفر 
س چا س سب )سے 


"٠‏ کا نے 


ملاحظة ۰۸ ینکن برهن فساق* وق باستخد از النلاعطة الاولن من ملاحظنسات 
4 5 
([ ھ ۲ ) 


بما ان ق مستبرهند 4 فاق « ق (4) » إ٢‏ | صر 
٤‏ 


٤‏ رن > مصابمة في ع -ه ۳-۰[ ۳-1 ]- مارية ايها - ب 
۰ اذاکان ام ین جل-» ۳-۰[ نان (ق( ۴ن )> - 
< [ ۲ن -۲] > = <> 
N EDE OS‏ 
۰ فاق » ۷ 
سه سا 
5) اذا كان جين مدج ده » [ فان < ق( من )> *< زره - ۳ > 
۰ فا لاق (منا> ع فا اس > ۸ 
دد اق =۸ 
کے ا 
"لاقي ناق 
SE SEDE‏ 
٠“‏ لاتيجد غاية للتطبيق عند ( دا ) 
ملاحظة / يكن برهنة اله ليس للتطبيق غاية عند ( سم؛ ) وذلك كا ياي «مس 
- 2 تتا بعة م 6 بت 3 
چم 4 < میا متتابعة في ] شا ح38 متثاریسة 
فایتبا < ٤-‏ وان غاد ق( من )> = ۷ 
كذلك 3 زم نت ک ۔ 
متفارية ؤايتبا ه ‏ 4 
فا د ق( من )> -۸ 
۰ لاتوجد غاية للتطبيق عند K‏ وعدا استتادا الى التعريف (+- ۲ ) 


کے E‏ ع ة Et‏ 


ک1 


شر 





٩‏ لیکاف : ع ]٢[[‏ سے ج بفیثی(س) ما تحتل برمن اسے 
۲ 
لاترجد فاية للتطبيق عند ۲ ۱-۶ 
۲ لیکن ق ۰ ۳ حه ح. بحیثق (س) او اس 
EN . 5‏ 
)١‏ مثل ق ديكارتيا ۲) هل ترجد غاية للتطبيق عند " ؟ برهن اجابتك 
في كل من‌التبارین ( من ۳ الی ) ۱)" ۰ : 
۱ جد اکبر منطلق للتطبیق مثل كه لاسب سان ان وجد حیث . 1 


" لامق الی‌ك والبین ازا*‌کل تطبیق آد‌ناه ۰ 











E (IC 
1 سا‎ 
كشك ام‎ ٣ (ی)۔‎ 6 
۱ یں‎ 
EE لل‎ DS 
1 + س‎ 
۲۰], ق(س) - تال‎ ٦ 
۲ سا - ۷من+‎ 
|, ق.(س) هم اکا‎ ۲ 
4+ س۲ - س‎ 
١ماہ‎ ORR ق( س) ۰ س‎ )۸ 
۱ ا سا س‎ 
وف یت اک‎ 
٢- س‎ 
ی ۱ تو‎ 5 
١ + س‎ 
۲.1١ ورسا- لاتستتجهف‎ ۱ 
۲ “مسن ال‎ , 
۹ ۰ 2-4: =) ق( س‎ )١؟‎ 
٣ سے‎ 
ا تا خر وج تع‎ 20 
{1+ 
ق( ا رات‎ ٤۷ 
1 ET 


جد الغاية لكلمنالتطرين ( من ۱١‏ الى ۲۲ ) 
۶ شا( س ۲+ بت 1) 
یس ہے ؟ ١‏ 
ARES‏ 


+ 002 ۱ 
سس ٢‏ س سا 
7 
سے ا س + ٤‏ 7 5 
سا تی تی ٦٦‏ 
ا ا ا لے ر - 2 ۴ 
ہی اہ یں سد ‏ | ]۲ ۰ 


؟؟) اذاكانق: ع/ ٩۱‏ ہے ج بحیث ق( س) » لاح نجدشاق 


1 1 
ل ۲ مم f‏ سا - ۲٢۷‏ 
1 اذا کان ق :ع/ | {r‏ سپ ع بخیث ق (س) 2ه لس انجد غساق 
TER‏ 
۶ لیکن‌ق؛ ح7 ١]‏ 56 ره ح يحيث ق ( س) - ع يبد غاق 
کے ۲ 
_ ورهن انه لاترجد غاية للتطبيق عند ٠ ١‏ ۳ 
اکان ق( ا 1 ا مين فاق 
س؟ + ١‏ و 
۷ لیکن ق : خ//1/ TS‏ 1 حيث أوع* 
ید ساق و 
ومو 
۸ ليكنق وخ /[1] + ح بحيث ودس) - مت ما چاق 
اس کت ا 


رح دا 
من سریسن ( ۲۹ الی )۳٣۳‏ احسبالغایة ان وصد ت 


٦۹ء‏ ۽ ق3( + س) ساق( 4( 


4 ق ( س) ۰ ۲س۲- ۱ 


سے صفر س 

Te (a, Ela PTE Lj (r.‏ مو 
اه ۱ ۳ 

رع لتر نا )نظ و رس اتا رس ہے سز 
لف سے * ا س 


سر رٹ 


() ى: ع ت4»5] هح بحيث ق( س)» ۸ سس۲ 
ص 4 








تما رین ۳-۲۸ 





ارسم مخططا ديكارتيا لكل منالستطبيقات التالية ٠‏ 
( 4۱ .ق(س). ۰ صس۲ () ى(اسة ص۲۲ (۳) ق ( س) ع سص۲+ ۲ 
() ق(س) ۰ س۳-۲ (۵) ق ( س) « -آس۲ +۱ 
و Em SN (TENG‏ 
aE ENS IY + OS OD‏ 
0ی یت وک 6ک 01ک ی7ی مت تک ا 
05 قد سن) ع ( رس »)5 (۱۴٥)ی(يس)۔‏ ( اس+ ۲+۳ 
04 ق(س) - ( كس + )"5 )1°( T(r +t -T = (w ) a‏ 
117( 3 س( = | + 6[ (1Y)‏ ق(اس) - إلكس5؟+ | ۲ 
(1۸) ق(س) = اس ۱۳+ * (9) ق(س) - |س۲+ ۱۱ 


(۲۰) ق(س) دس |س۲| + س۲ 


س ( س+ 0 
معا کل سا حب 
یط - فا سس تلپسم- 
عثال ؟) ليكنق : ح ++ یں ہیک جد ق ( س ) 
ی(س) دوے قااتثس+۲)-ق(سا ج نه شط حلاف 
et‏ 2 سے 
ما ان۶۷ عضي سرع + ل نا ۳ 
ey eet a wy +E) E ‘at‏ 
۳ : ۲ 
پک مق EV‏ ھ7 ۲س۲ +۱ fw‏ 
O‏ ےر ما با رہ ا 
هل ق تابل للاشتقاق هند ( ؟5) ؟ برهن اجابتك 
الحل۸ I TS‏ تا ۲۳۱8۵2۵۳۱ نان ق ہل 
نا 1 
للاعثتشاق 
0 :ذا كان > کر واج ملت 03 33ع) ي10 نا" ببستت 
سوه 0 


سے * 


: 5 
ری تی ا ات کت كع ) كر 


فا 3 تا 
اید 1 قا کی ص “0-9 
هر 3 


۲ اذا کان ع 2 ۰ ٠‏ 
7 فا 8( “+ع) ق ( 0 HN E TEE‏ 


, ے اه 45 و 3 
E‏ کی ق( ۲+ع) -ق( ۲ 
تیا نا کس عدت 4 

رید (TE‏ م ۱ ق( ۲+ ع) دق( ٢ء‏ 
تی قہ ت٣‏ 4 
“٠‏ لاتوجد 09003۳ 
)همه ٤‏ 


ق غير قابل للاستقاق عند ۲ 


۷ 


ثال *) لیکنق * سدح بحيث ق(س) .۰ | گا 
هل ق تايل للاشتفاق. عند ست ؟ برهن اجابتك ثم جد ق( ۷ ) 
1 قله + ع)- ف(خ) کون 2 
الحل/ اذا وجدت اسآ نان ق ابل للاشتقاق عتد سس 
جح سے 3 ۳ 
ولذا الان هل توجد هذه الغاية ؟ 


لدج عع ده لجان اا اا 


شا 

ت3 8 0 ای 
ری ۶۶ئ۲ هالت راتما 
و 2 


) نفع > ۰ اى ع صر کون خی .اقا - ۷ 

؟) اوع ز٠‏ ائ ع به صر ارڈ ا جا ۔ ب 
ی( + ) 51 E‏ 3 

و ى( + )ق2 

“. لاتوجد غسا لم 

راز رون فرت سسا 

٠‏ کا نی طد و 


ورب سا ق( ۴۷ا -ق(۱۷۔ ںے ات 


ا 3 تا 3 
اوت ۱ء۲ احتلے سے ۴۴+3۴ سک ۔ م 
ع ےہ ع 0 عغ-ے* 4 


ہہ اوران کت07 580۲٢۸-۱6‏ 
کے س ج-٢‏ 
)١‏ ملل ق دیکارتیا ۲) هل ق مستمرعلد ۲ ۰ ۲ 6 ۲ ؟ پرهن اجابتك 
هل توجد غاية للتطبیق عند ب ۲ » ٣‏ ۽ ۳ ؟ برهن اجابتك 
6 هل ق تايل للاشتثاق عند  '(‏ ۲) ؟ برهن اجابتك ۱ 

5) يرهن ان ق محد كك وجد اعظم راوطأ 
1) جد اکبر مجبوعة جزئية من ج. یکون 
فیها ق متزاید| وبرهن اجاپتك 
*) جد اكبر مجموعة جزئية من ح يكون نيبا 

ق متناقصا ورهن اجابتك 
۸) جد اکبر مجموعة جزئية من ح يكونفيها 
ق غير متزايد غير متنا قص 


ا 


_متال 1) لیکنق س: سا لوح م س وع۔٦٢:٦‏ 





(شکل ه-1) 


1 


الحل/ سيف اجيبعلى الفرع الرايع منالسؤال واترك باني الفروع كتيرين للطالب ٠‏ 
نا قاع فلحلا وله 7 کے ا امہ ںا 
وک سو art‏ ۳ 

ہے 01 00ط دع + 
E EE‏ اس 2 
E a ASU GE 1 E‏ حت سی اہ و 
¿et e‏ 
ی الكلك اه تا( ای مرو 1 عانق( ب 
عضر ع : دک دی 
و ا | ق( سا + غ )سق( 
۰ 3 
۰ ق‌غیر قابل للاشتفاق مند  (‏ ۲) ۰ 
مشال ۷) لیکنق ۰ ح سح بحیٹ ق( س) “ 
هل ق قابل للاشتقاق عند ۲ ؟ .برهن اجابتك 
الحل/ غ کل( ۵+۱ سق ۲۱) ا سه( ۲+ 
عےصئر 2 غ سيچ صقر 
أى ۷ + r‏ 
سر ع 
لا ق( ع) -ق (۲) ۱ eT)‏ ۸ 5 
ع سه صغر” ع مس مد 3 
]ا و ۷ 
اس صقر ام 
بو )مس ی رو 
غ سمه صقر غ 
۰ ق قابل للاشتغاق علد ۲ 


ی س > .۲ 
س٢‏ + اس الك س ۵ ۲ 


EE 


صا ريسن 





جد باستخد ا التعريف مشنتق كل منالتطبيقات التالية ( من ۱ الى '2) 





١ق(‏ س) ء س۲ ۲اس 0 (؟) ق(س) سم ہس ا 
7 1 2 س 1 . 
E ) ٤٣‏ 1 
قو ساسم 4 م 
5 رتہتشں وت 1 
٤یڑیں)‏ ۔ ج٣٤‏ اف 


۵) ق(سا ٠‏ ہے ى۲ 
(ه) ق (س سے ا ہہ 


۲ ق(س) اس ماس 0 س ب صفر 


۴ یی سے 1 
1 


ابس سس 5 

چ ٢‏ ادا ر 

اى منالتطبيقات التالية قابلة للاشتئاق عند أ المبين ازا" کل ننما ؟ برهن 
اجابتك ٠‏ ۱ 

++ حيث المنطلق ج‎ i=» fe ق(س) اس‎ ۹١ 

۰ وق( س) مره ۰ ۱ ۱ 


۸ ق(س) « 


ار س٢‏ پ سو س 1 

8 3 س © حاص 4> عفر 

آ0( ا پک ا ۰ - صتر 
س ادس س و صر 


+1) ق(س ) = اس + باس ] -«صفر ( جد اکبر متطلق لپتا 

التطبیق ) 
۱ ق(س) - س سل ( س) حيث 

1 س ۰ع ( س) اذا کاثت س سح صفر 

لاس = 

اذا کاتتس » ٭ 
٠. ١‏ ۰ ۰ 

960+ ری ےد 
ران م (س) = ( س ت 7س ع ) أص( 7س + تا س )١آ‏ صفر 
حيث 1( أص) به اصفربالعددین ءاب 
(٥‏ ق (س) ۲۰ اس ]| + - ,- صفر 
٦‏ ق(س) ۰ رس + 6١‏ لب - 79 


٢س٢ ٩‏ س < ۱ 
٦٢‏ اذاكان ق : ح هح بحيث ق(س) ‏ - , 


اس + با سا ۷ سچ ا 


کے راہ 


وکانق تابلا للاشتقاق عنگ ال ( ۱) فجد قيمة کل من ( أ ء ب ) الجياب. 


- ۲ ۸ 
۸ ۱) ليكنق : س وس ۲ مه ح بحیت اسا پاس !ا 
٠‏ ۰ ق(نی) ۶ اوت ×۷س ۱۰ 


١ مثل ق دیکارتیا ۲) برهن انق مستبرعند ۱ شير تابل للاشتقاق عند‎ )١ 
بزهن د ل س پاس ا‎ 1 RE اوح‎ 
۱ لزنا لمكن لت لح شه سسا را ا یں پر‎ 
١ شي رتابل للاشتفاق عند‎ ١ بزهن ان.ق مسترعئد‎ )١ 
| اذا كاوق : ۵ سح بحیث 3( س) × ]٣س گے | لاسكس‎ ۰ 

حیثك ۰ ساب سج » ش> سل ] فبرهن باستخد امالتمریسف ان 

۳ 

ق( 1) د صفر 

۷ا ج ك 
۱) اذا کانق :جح سیهح بحیثق( س) = اسا ٦س‏ + ۹ 

ل : ح هجح بحيثل ( سا ٭ ٦س ١+‏ نائثبتدان 

0 ۸س ۰ 


٣س‏ ۷س چ ۲ 
۲ لیکنق : ح سیه ح بحیث ق(س) ا ای 1 


هل ق قابل للادتقاق عند ۲ ؟ يرهن اجابتك ۰ 
التفسير البند سي للشتتسة 





(شکل ه- هرا كر 
لد سبق ان عرفنا :.,المستتيما لمما س‌للد ائرة عند النقطة الوا قعة علی الد اثرة ونلنا 
ارا لمستقم الذی بشترك مع الد اثرة في نقطة واحدة ویاحد ة فقط وكما مرسي في كل 
(۷-۰) تلاحظ ان نصف قطر الد اثرة م أ من مرکزالد ارم عمود. علی المستقيم لل 
الساس للداثرة عند ثقطة 1 + ند رسمنا لمنحتی التطبیق ق (س)ء س۲۷ +۱ کہا 
ني الشکل ۰۱ - ۸) 
۱۱۷ 


كيف نستطيع تعريف المستقيم المماس الى هذا المنحثي عند النتطة 1 ؟ 
اذا كان النتطة أ هي‌النتطة  (‏ ۱6) »اوطا نقطة‌علی المنحني ٠‏ كما مبين 
تي الشكل ( ٠‏ ۸ ) يان المستقيم السباس هلا يس المنحتى في نقطة راح د :ج 
وواحد 2 فقط + 37 

ولکن عذا التعریف لايكني ۰ طالما ان هناك عد 2 مستقیمات تشترك مم‌السنحنی 
في نقطة واحد ۶ ٠‏ نمثلا المحورالثاني بشترك مع المنحنى ني نفطة واحد ة ولکنه لایعتبسر 
میاسا للسنحتن + 

لیکن‌الشحنی مس * ق (س) کب موضح ني‌الشکل( ۵- )٩‏ 

ترس المستنم ل م خلال النقطتین م كن 

الوا قعتین علی منحنی التطبیق 

وعا ان المستقيم الواصل . بين نتطتين على 

المتحئی یسی بالسٹتیمالتاطع للمتحنی 

لع هوالمستتمالقاطع للنحنی 

ص“ ق ( س) 

و ار سے ) 





وهذ ! يعني ان ص = ق( جو 


ولتكن احد ا نبي E‏ ات ما هتكن عدر 


وان م تکون علی یمین" ن كما في الشكل( ه ‏ 4 ) اما اذا کانت ع << صفر فان 
3 يسار ن 
6 وا لس N ERED E EO‏ 
سو+ ج س سم جح 
وعندما ع ه ٠‏ نلاحظ هند سیا آن م مسب ن والمستقم‌الفاطع ید ور حولان 
والحقيقة ان ل ینترب نحو وضع محد دِعند ما ع سے صفر 
والمستتيم المحدد هوالمستتيم المماس للمنحنيعند النقطة ن 
ثفي الشکل ( ۱۰-۵) نری عد 2 
رضعيات الى االمسبتقيول م 
والوضع المحد د عند ماع ہے ٭ 
- ای اذا کان‌التطبیق ثابلا للاشتتاق 
عند ما س - سار 
وبعبارة اخری : ميل المماسللمنحأي 
عند نقطة واقعة عليه يساوى الشتتقة 
عند تلك النقطة + ۱۷۲ شکل [ *-۱۰) 





تمرندلستتم الساس لشحنی می- ق (س) عند ن ( س + ق( س)) هو المستقم 
انار ال را ء ق س ))ویله ق (س 1 
1 


ای ان معاد لته : 


عن اک این تسس سا 
١ ١‏ 
تعریف ٭ المستقيم العمود على المنحني الذى معاد لثه ص - ق ( س) عند نقضة 
الي ۰ قا ) هوالستتم الما و وا ما 
ای ا 
مثال / جد معاد لة المستتي‌المماس للسحني ق(س) ×× س۲ + اعند نقطة علی شحني 
بي نالتطبيق والتي احد اثيتها السيني = ۲ ثم جد کا ات ا 


متحتي بیان التطیق عند الثثطة التي احد ائیها السيني ۲ 
الحل/ 


1( ق (س) = س۲ + ١‏ واس هت ۲ فاص ع ق( )= 
١‏ 1 
EN‏ ا ا داس 
ع ہے 
۱ ( + ع E‏ 
TE‏ 
عقا س + E‏ ۳ 
< عسهة اع 
« شش ۲ س + ۳( ۲س 
هه 


٠٠‏ ق (س) * ۲س بیل‌المماس لاپة تبت 
۰ ق(۱) ۰ ۱۲ -) میل الساس 
٠‏ العايلة : ض اق ( ؟) عق (1) ( سد ؟) 
ا کا ا 


س ىي منطلق التعاہیق 


هن 4س + ٠ ٠٢٣‏ معاد لةالساس 
۲ بعا ان ق (ش) - ٦س‏ میل المماس ' لأية فسسة ل اس في منطلق التعلبية 
۰ ق(۴) * ۷۱ ۰۲ بل السا عند من - ۲ 


۲ = اس اس میله پساوی المقلوب السالب لمیل الساس علد بر‎ ٠ 


5 
ق( ۳) » ۱۰" .. 


ص ے ٠۰‏ ٭ئے کت (ES‏ 
1 
س + اص کے 8 ۰ 
نظرية / انا كان‌التطبيق نابلا للاشتقاق عند | حيث أ د تطلق نان ق 
مستمرا عند 1 
البرعان/ ۰ ق تابلا للاشتتاق عند أ 


IG ES UCD 
3 انهم‎ 
3 e E CDSS 2 )) 752 ع)‎ 110 
: عند ع سسه ۰ فان‎ 
و ۱+ع)-و(۱) ا كر‎ 2 
3 3 
اي (1 #ع) -ق ( 1 سننه اصفر‎ ۶ 


زف ی مستمرا عتل ۰ ۱ 
نظرياتني الغاضل 


)١‏ اذاكان ق ('س) س ىت ہ ثابت ۰ سوے نالو نان ی () صثلر 
( شتلة التطبیق الثابت تساوی صنرا ) پوت 
۲ اذاکان ن و ظ+ )ی( س) « مرت نان ق( س) = ن رت 
کا خر( ۷ ۱1 
دس 
اذا كان ع ( س) » حدق ( س) ٠‏ وكانت شتقة ق (س ) هي ق(س) فسان 
۳ (س) د حق ( س). حیث ح داد | حقیقیا تابتا ۰ 
( مدتتة حاصل ضرب ثابتني .بيارع تطبيق ما - الثابت «. شتقة بیان‌التطبیق ) 
ا 2ك 00 ) 4( سره سل 


دس 
مالاع ےت رے یو تع نس د لاس 
رر ۱ 
)٤‏ اذا کان کل‌من ي » ل قابلا للاشعقاق وکان ع ( س) - ق ( س) + ل( س) 


نان 
ع (س) دق (من ) + ل (س) 
( مشتقة المجموع الجبرى لعدة تطبیتات * العجموع الجبری لشتقات هس ه 
التدابیقات ) 
ے٤ ١۱۷‏ 


مثال). اذا كان ق (س) ه “ره + ںس) کا اک ری مہ نان 


20 داس + ۸م ن٣‏ :18 ن+ ٢‏ 
۰ آذا کان کل من‌ق . ۾ ل تطنیقا تابلا للاشتناق وان ع - ق © ل ثان 
ع و6 )وال ق) 


رت ضرب تطبیتین «۱لاول « شتنة الناني + الناني * شتفقا لاول) 
ثال/ ع (سا ۔( س٢‏ _٢۲ض+ )٢‏ (س۲+ ٤٣س‏ اس) جد ع(؟) 6 
03 : 
الحل/ لیکن [ (نن) امن + ٣سا‏ ال ولیکن ق( س) < س ۔-٣س+ ٢‏ 
ل - ٣ےن٢‏ +) س٦‏ ق (من) <.۲س ۲ ۰ 
ع (س) = ق(س) ٠‏ ل(س) 
EE‏ ( س۲ ٣س‏ +۷) ( ٢س۲‏ + ٤س‏ ے١)‏ + ( سش٣‏ + اس ت 


0 
A) = TYE <‏ ان شل ات ل ل Yn (FT)‏ 
t= (TJ‏ 
٦‏ اذا کان کل مق ۵ ال تظہیقا قابلا للاشتتاق وکان ع (س) ۔ قاس 
0130 
رط ل( س اي 
ا تن :ا س) سق نی بلاس 
۱ 0ا00 
ال A‏ ( المت 
وس س۳۶۱۹ 


لیکن ق ( س) « مک رن سر و س۲+ ٣‏ 
وگن ع ( س ) ۰ بحاص 


س۲ + ۳ 
تق (س) ۔ JJ «wt‏ سا - ۲س ۱ 
9 00 ( س١‏ +) ( ٣‏ س٣)‏ د ٦س٢س٣س)_‏ ×٢س‏ 
9 (س .۲ + ۳) 
٣س٢‏ + ١١س‏ ۹ 

زا یی : 
7) اذا كان ان و طا ركان ق( س) ‏ عن برط س ب صفيفان 
عدن مم 


ق (س) ه نس 1 

ما لیکن كلمن ق 4 ل هع تطبيتا بحيث ع ( س) - ق . [ ل( س)] 
ولغرض ان ق ٭ ل قابلا للاشتئاق ۰۰ فان ع تابلا للامتتاق بان 
غ (س) > ق [ ل( س ]] ۰ل (س). 

۷ا 


لتيجة / اذا كان ق (س) - [ ل ( سن)] ی ن عد فا صحيحا ميجبا نان 
ق س = ن[ 0( 0ا ل ١س‏ 
م ۰ 90م 3 
شال ؛ جد فت ( ا اذامعت ان رر = ( کک میت سد لے سے 





E E ا كت ور لشي‎ + OS 
۱ + ۲س+ ۱ دص س آس‎ 
۱ ولابجاد .. ث2 ( لكشتل ) تطبيق نظرة‎ 
۱+ د س ۲س‎ 
1 کی( ۷۴ س ۲( س*۱) * ( ۲س-1)‎ 
للم اكه‎ 3 
) ۱ ؟من +۱ ری‎ 


۔ ٩(.۲س-۲)‏ 
( ۲س + ع4 
مثال ۲) 1ا تانج ری < ۱ OT f + I‏ 
الحل/ ق( س) ۳ 6(س۲ +۲س-۲) (T+)‏ او + ۲س-۲) 
تساوی ۲س + ۳ 1 
ثال ؟) جد خ (س) اذا کان ع (س ) © (س؟ + ان ۲ ۲(۲ي 00 
لیکن ق (س) ٭ (س٢‏ + پک کا ۲ (س) > (لكس+ )"5 ایس 


قی(س) 


سمدم عرو 
ج.(سا عق (ش) 3 س) :+ ل (س) ق ( س) ۰۰۰ . 
حیث ق (س) ه (1١1١‏ س؟+ امت ا + (r‏ 
٦یس‏ )ء۴( س+ و)؟١‏ () 
وبالتعييض في (1)تحصل علن ٠‏ 
۱۳ 


ع (س) !2 (س؟ > اش یس ان و 


71 ری ہیں 
التطبیی اوس 

قب جس ہے ج۶ بحیٹ ق)(صس) سے نی 

اذا کان ن عد دا صحيحا مرجبا زرجيا فان المخطط الد يكارتي لهذا التطبيئنق 
.يظهر كما في شكل ( ۱١‏ ) راذا کان ن عد د | صحیحا فرد یا مرجبا نانا لمخطط 
الد يكارتي له کما في شکل ( ۲-۵ ) واذا کان ن عدداحمحیحا سالبا زوجیا نان| لمخحطط 
الديكارتي له کنا في شکل ( ۳۵ ) ات صحیحا سالبا فرد یا قان| لبخطظط 
الديكارتي لهذا التطبیق کما ي شکل ( دب 4 

ما اذا كان ن » سلب حيث ون موجبا ۰۰قپنا ام ان یک ون 
ب أزوجيا وي هذ » الحالة يكونالتطبيق معر فا في الاعد ان الحقيقية غيرالسالبة بالمخطط 
الديكارتي له كنا ني الشكل ( ه -ه ) : 

۱/۱ 


او ان یکون ب‌فرد یا وفي هد ه الحالة يكون معرفا اس < ح ۰۰ بیکون‌البخطط 
الد یکاري .له کا ني شکل ( © - .ل ات 





nm 


3 
ن عددا صحیحا پردیا میجبا ۔ 
ٍ نوسي 

معزي ع 2 


س 
یں 
mM‏ میں مم" 
س س ست 


سي 


ن عد دا صحیحا نرد ا لبا 7 LESAGE‏ 
وک wo ٦‏ 


عن راط 





عب وعد د | 


كبري ۱ طصزرہ۔ی 


0ے ۱ 1 
تانق ( س) © لب 1 ۱ 


0 
نظریة ٩‏ ) اذا کان ق (س) سض٦‏ حیث ب علاك صحیحا یختلف عن الصئر 
سج 
سیا 


1 

' نتيجة )١‏ اذا كان ق(س) ف ني لان و (ي) ا ج 
حیث أ عددا صحیحاء ب عددا صحیحا 2 صنرا ۳ 

نتيجة ؟) اذا کان ق (س) - [ل(س)] وان رغداب! نسبيا فان 


-٢۷۷- 


1 ت‎ x 
ول ریا‎ LD NS 
مثال ۱) لیکن ق ( س) ۷/۲ ی حا ار‎ 

الحل/ ق(سسن ) - ٢ئ‏ م کے 


وو ا روما 


مثال ؟) اذا كان ق( ن ) = ران + أن + ( جا کی 1 


الحل/ ق(ن ) « (ن"” + ٣ن‏ 57 
ق(ن )بش( ن۲ + تن ۱۶ ( ۲ن ۲ + ات شش ہے و 


1 ([ن ۳+ ۲ن+ ۳0 
rk ۳ : ۱‏ 
مثال ۴) اذا کان ع ( س )= ( س+ 1 ) كسس١1) TTA‏ 


لک ور 0یق 0ی (ئ) a O‏ 
, فیصیح ع(س) - ق (س) ءل (س) ٠‏ وباستخدام نظریة ٠‏ 


نان غ ( س) = ق(س) ٭ل (س) + ل (س)- ٠‏ ق (س) 


OTA و‎ 
١ 

ل5 ات ارو ۳ 

1 1 ۳ 


یی )ری( سس )4۳ ۳( ست ۱ ( هی 
۳ 1 


کا زان ۱ ۳ 901( 01-001 
۳ 


مثال ۰)٤‏ اذا کان ق ( ص ") سب حيث ص < ح7 اناه ]١‏ نجسد 
ق (ص) ۱ 
لعل بت کے وبا ستخد ام .نظرية: 1 
( ص٢ KH‏ 
ER‏ ١۔--ص×ٴ‏ لإ (ص؟ 0 E‏ 7 
۱1 
والعتام في ليص؟ م١‏ )1 ینتج 
8 ری ا ا رہ ا مو 
أن ق( ص) وت وت جس شس سس ...پت 
i A)‏ (صض؟-١)؟‏ 
2۱:۷ 


‌ 7 إذا عي | ل اش‎ IES 
ما‎ 5 ۳ 

سط لل( سا ن ےج 

فان ق لس ات ل سا : 


7 0[ 


مثال )١‏ اذا كان ق (س) ه ). ×۱ ۳( ٣س‏ 


تسوبی فان ق(س) 5 


(TERLAN © ED 
FACS 
24 2 كل‎ 5 UTD 
متال 4۲اکان ق(بن) ۰ نے بایرس >01 2 لعل‎ 
<1 لسو ع‎ ١ ما اليد‎ 
تیا اا کان ی ا ا بے‎ 
- ت‎ e "0 ہے ھا‎ won: 3 
0 و‎ 
رر‎ ۱ 
ثان ق( س) س نا‎ 
E 
ی‎ 


SOG SE e NE OBL UE‏ كلك 
. ٣س٢‏ ٣س٣‏ 
عن اانا ا وی اکس ات الاك کر ی 
سس ا 0 7 
ناخ ورس ام کت ایک جع 


سم مہم 


کی ہی رھ یں 





ا لاضلا لضستي ۰۲۵۰۵ ۳:4۲ :ام1 





تعطى عاد ة معاد لة شحثی مستو علی اشکال مختلقة ء ففي الأحد اعيات الد يكارتية 
(س » س ) اما ان تعطی بالشکل‌الظاهری »- 
عن » ق ( سا Functions‏ ۲ءزایوع وجم التطبیقات والد وال الستي 
تحاملنا يبا يمكن:التعبيرعن"ص بذ لالة س بصئرة ماضحة ۸ ولکن غالبا تاتطاد تا 
معاد لات منالشكل : 
س؟ + نك 1 شا د نل ۾ س۶ ساس + ص۰۷۲ ۳ ۰۰۰ وهوءايستتى 
بالشکل‌الضني,: ق( س عص) ۔ صفر ۶٥٥ا٤ء‏ 1ں Implicit‏ حيث لايمكسن 





نیہا التحبیرعن ص بد لالة س بصورة واضحة ۰۰ وذ لك عنسده تصویضتا عنبا س بفیسب: 


ےہ ان 


واحد تحصل على تیم واحداة ل ص اواثثرء يفي هذ ه الحالة نثول آن ص دال ے 
ضتية الى س اؤاكتر ٠‏ : 

وبي الحتينة انه يمكن حلكل بن المعاد لات السابئة والحصول علی‌ص بد لالة س 4 
الا ان هذا لايتم داشا اذ توجد بحضالمعاد لات التي يكون فيبا منالبتعذ ر ايجاد 
عن بد لالة س مثل * 


ہ۹ + اس ص٢‏ سے آمرة م ؟ 

الا اتنا تريد استخراج 2ل في هل » المعاد له تسی طرینة ایجاه شب 
دس دس 

لبذ » المعاد لة با لاشتقا ق الضملي ‏ والطريقة هي 


د ص . _ الشتقة الجزئية للد الة باللسبة دی ¿ _ 


ك "ا .. المشتئة الجزئية للد الة بالنسبة لاص قو ( س ه ص) 


e لاسن‎ 
٤ ص‎ 


ى مشتقة الدالة بالنسية ل ( س) على اعتبار ص کمية ثابتة 
مشتقة الد الة بالنسبة ل ( ص) على اعتبارش كبية ثابئة 


وشرط ی ( س و ص ) شت صفر 
ص 


"7 
متال) اذا کان سە + 4ص - مره - ۲ ۰ صفر فيد لامب 
لاس 
ق (اس ه ص) ج «س؛ + ]س٦‏ 
س 2 
90 ٘ ٰ2 
سس 
اس © اكاكس شتات ف 
بت ۲ (سص۲ اه اض؟ 
کال ١۵۱۱ا‏ کان ض٤‏ + سنا ا 2 تج کے 
دس 
کر( س ءص ) س ٢س‏ اعتبرئا ص ثابتة 
صر 
اق (اس ٭ ص) ۰ اض بنا "اب 
صس 
وعد دا یکین حر ا فان ل د ہے بآ اس تم 
دس اص ص 
مال ۴) اذا کان ٣س٢‏ ض٢ت‏ ائرے ۳ص+ ١۱۹۴ء‏ ەءئ ن اھ 
: دس 


ا 


الحل/ ىق( س و ص) - اساص؟ 5ه ق (سءو ص) » اصس؟ 5 








س اص 
دص 3 س۲ ص۲ -- ٢‏ 
نت ٦س٣‏ ص س ۳ 
مثال4) جد تک عند النقطة ( ۱ ۰ ١‏ ) اذ! علمت ان س؟+ ۳س+ ص٣‏ ٭ ٣ے‏ ۸ ٭ ٭ 
دس 
الحل) ق (س ء ص) د ۲س۲ + ۳ ء ق( س دص) < ۲س۲ + ۳ 
س جي 
دص سا ے س۲ + ۱ 
پچ ٣س٢‏ + ۳ ص۲ + ۱ 
نف ] - للا 
+۱ 
(۱۰۱) 


مثال٥)‏ جد محاد لة الساس لمتحنی لیت کت با ات كات * عتسسد 


(Te ۱ بت‎ ( 


ق( س هب اس الا وای س )س 


س صر 
دص آس‌ص؟ ہے ٣‏ 
س = مس و و سم 
دس "س ]صن سالا 
1 سو بی ا ات ]۳ 
ا اس ٦‏ کے ٣‏ 


)۱۰۱-( 


3 نماد له المباس هي صل ۰۱ اه ( س + ۱) 
اہن + ص + ٣٤ء‏ صفر 
الذ رال الوسيطية ( البارامترية) Parame tric Functions‏ 


قد تعطى معاد لمنة المنحنى بالشکلا لوسيطي 
ص = ص(ن) واس » س(ن) 

ومن الامثلة على: مثل هذ » الد رال هي 

س = حثاف وص هت شاف ب٭ھ جع 

نان منحنى هذه الدالة هودائرة نصف قطرها )١(‏ وحدة رمركرها نقطة الأصل ٠٠‏ 
( ولقد سبق التاکید على هذه الد الة نك ا جر امت الخاس العلي ) 
احاح لاله رولا الى دالة ضمنية بالصورة التالية #٠‏ 
A‏ 1 

١٣۲ص‎ + ٢س‎ 

س٢‏ + ص٣ ١‏ = صفر 





ارات 


واذا ارد نا ایجاد ملد لهذ ه الد ال تقول 

: کے 
ٴا کان کل من ص( ن) واس (ن) تابلة للامتقاق پ ن ]۱ ۶ ب1 
وان س ( ن ). ذ صفرفان ۱ 











ںد س 
مت ۱ ٹپ ن 
دوس دس 
دن 
مثال )١‏ اذا انت س[ نا ع ن٣‏ + ٣ن ۱.٤‏ ٭ س( ن) دن٣‏ أن + ١‏ 
بے 
9 لس . ٠‏ 
الحل) . سس ۰ آن۲ +۲۰ د م 
دن و لان 
و ادن الى انان ون ا۔ ناس ١‏ 
۳ی ۰ آن ۲ + ۲ ن + ١‏ 
دن 


مثال٢)‏ اذا کان ص۵ اها اه رانس = ۲۸ :۲ ه + ۱ فجد معاه لة الساس 
للینحنی عند النفطة حیث ه ٭ ٢‏ 


الل ی ۳ 
لم ھی - 


ا 

دس ۲ 
ست »م اه ۲ »= 1۲ ۷ هس ۲ تس 4۱ 
له ١:‏ 

9 ma 
۷ 
ا ن < لحك ليل الما‎ 

5 ES دس‎ 


عند با ىه = ا تان س = ١؟‏ وصه.1 3 1 7 ۰ : 
۰ تقطة التباس ( ۲۹ "')٦٦‏ و ۱ ٦‏ 
اا ا - لح 

۲۷٢ ا‎ = T+ o ۷س‎ 

TY 


کے کم امن 


Higher Order Derivative الشتتاتالعالية‎ 





ان الشتتة قى للحطبيق ق هي تطبيق ايا ٠‏ 
ناذا کان ق :ج م هه[ سهح تطبیقا ستمرا ولیکن | 2*۲2 
ق تابلا للاستعاق عند أ جحي ع تقد ةلال 
جع سی 9 
وی E‏ کت بالریر و 811 
سس ۷ 
کاب لد کل اس ۳ 
د سا جا 
نمثلا اذا كان ق( س) د س 
مان تی ( س) و 
بان ی (س) = ٦س‏ 
ناذ! اسٰتمرینا بَایجّاد اتقاق التطبیق ق :الین منالمرات نان‌الشتئة صسپ 
۵ ق(س)) 
کچ 
متال) اذا کان ی (س) د س۲ ناثبت‌ان 
کا( ا GIA A‏ اك طفن 
NENÎ‏ یس 
(E‏ = س 
OE‏ 5 رم > ( 5 220205-10 
ق ( س) ۰ ق ( ا س) الماس؟- صفر 
O EG‏ من ۱« صفر 


را 





جد مشتلة کل‌معا يلي بالتسبة لمتخیر ها المستقل 
1 (ضص) اس ى٣‏ ےس۶٦۹‏ 
1 رن راداهب 
1۳ 


DG‏ ھ۸ گن 


من اس۲ + لاس سم ١‏ 





ا( لا ل ےا 
۲ دس 
۲ ورای کی( ذفی:) 
۳ 


YASS 78۶۶۹ ٤‏ تا 


مت اراس 


)للا سا ا ون ا 


٣سا‏ 
0/۶ ۱۲ ہرک یں ۷ س٣‏ وجد ! ثيمة من عند ما 


ق (س) م صقر * 
۶٣۴‏ ال + طهیق۳ حیث تق ے+ ثم جد قيمة نق والي عند ها 
لق ١‏ 
مر 
۶ ق(سن) ےت( ٣ے‏ ٢ی)‏ ۷۴ س حیث سم , 
١ل)‏ ق(س) ع ( لس + ۲) .۷سا + 4 


۶ پا اس لاس و ]سيا + لال . 





17) ق(س ): ۰( سب ۲) ۲( + /1 )5 م جد قيمة س التي تجملق (س) = صفر 
15 اليكنق 2 222 سب حبعیت ق(اس) اد تال : 
س+ ١‏ 
HEU‏ كي ںار رس اس 
جد 1) . (ق ٭ل) ( س) 
2 
0 
OJ 3 E) ٢‏ 
5 لق ق ل 
د )١‏ جد ميل: البياس للبثحئى ٢س٢ ٣‏ سص*+ ‏ ١ص٢‏ ۔ عند التقطة ( لا ك ) 
: یں 
٦‏ جد ل للعلاتة اص؟ - ۲س‌ص | ١‏ صفز 
دس ٦‏ 
۷ اذاکان ق:ج /[٠إ‏ سسهاح بحيث ق ( س) - اسم + سپ“ جیث‌کل من 
آے ب عد دا تیا انابتا نبرهن ان سنك (س]) سس ق(من) + ی (من)- 


صفسسر ٭ 
۸ اکانق:ح++ هاج بحيث ق(س) » أس + رب ۷سن + کے » 
۱ 10 
فبرهن على ان #٠‏ 


O E EFF EIS 


۹) اذاکان ق(لس) ‏ ( ١‏ ه س) آفافیتحان 
( ۱-«س) ق ( س) + ۲۰ ق (س) « صفر 


IA 


۰ آذا کان ص ( ن ) = * 1ء س( ن) "ن۲ + ٣ن٣‏ بر حور 





نجد شب 
دس 
١‏ جد اص 07 :163.7 ). للمتحتي عن؟ ٔ, ,۸/۸ 
1 
تطبيقات على ا لتق ة 
ا زلاسدالماس بالعينه مارم 





لقد د رسا في نند سا بی المعنى البند سي. للمشتقة وتمريف المماس والحمود 
عليه والان سنورد بعض الامثلة الايضاحية الاخرى بعد ان تملمنا ایجاد الشتققباستخد ام 





النظریات ۱ 
مثال )١‏ جد معاد لة المستفم المماس لبيان التطبيق ق3( س) ٭ معد 
م 
عند نقطة تقاطمه مع المحور الثاني 
الحل) نجد نقطة تقاطع المنحنى مع المحیرالثائي 
ای ق( ۰) ۰ ۱ 
۰ قطة التباس ( ۰ وت ۱) 
بالان لتجد ميل السماس 
5 (س؟+4)* ات (س‌سا) #ا اس س۲ + 1+۸ 
ODE‏ ال ل یا نے 
E‏ رن ےا (س۲ + )۲ 


ف (؟) > ا ایل الغاس علدا س ۰ 


- ص + 1 
ں - محل ہے ب جال 
بر سب ب 


سکم سب اص ت ٤‏ ٭ صفر 
مثال )٢‏ ليكنق (س) » س5 +٠‏ رسم السياسان أ ب »أح لبيانالتطبيق من نقاسة 
أزد كه ؟) نارقياءكدمه 
)١‏ جد معاد لتي کل‌من‌المماسین آب و!سي 
؟) جد مساحة الملث ابا 


A 


الحل) التقطة 1( ۱ء )٣‏ لاتقع على يهان 
التطبيق لانها لاتحقق بيانه 
لفترض ا ساو ق ج مد سا 
رج الساس عند ها والمار من : 
ر ٠۰ء (Tf‏ 
ق (س) »- ٢س‏ 
ق (س) ۳ اس = پیل الاس عند 








1 ۱ 
النقطة ( س ه میا ) 

س و 
E‏ نا 
نے 
ا 
ص س س؟ 

كس » ان 
ga 2‏ )۲0 


لکن آڑ ے٠١‏ ۔-۴) ھ الساس فہي تحقق ماد لہ ٠‏ نالحعیفن ني ( ۲۱ 
عن س م ۱ ۾ ص = ب" ينتع 





- مر 7 
7 1) = صیر 
1 ۱ 


امام من = ٣‏ ما ٩‏ سے ح( مب )٩۰۳‏ 
١‏ 1 : 


اوس ح۱ ہے ص ۱۰ هب ( ۱ ۲۱۰ 
۱ ۱ 
ولايجاد معاد لتي الساسین آ با »أ ى تعوض عن قيبة س بالمعادلة )١(‏ 64 
١‏ 3 


س ١ ١‏ فتصبح کہ صد لے سے ص كس لء- :معاد لة أ ب 
١‏ 


مراس 1 
عند يا من = ب "5 7 ري كب ححا دس مه مات ۷ 
۱ اس + 7 
معاه لا ی 
ولایجاد مساحة الیثاث أب ى 





طول آ ب“ جا ارت رع EVs‏ ۲ ,۷ وود 


٦ ATTEN, 
0 الا فطاع د اف ه اا موی ال وی وله‎ 
پا‎ TF پت‎ 
11 


الباحةد ¥ 1# 8V‏ چ ۰ ۱۱ وحل 2 «ربعة 
ارات 


؟) تباس‌الشحنیات 





عمریف ۸ اذاکانی + ك سب ح تطبینا فابلا للاشتتاق‌عند 1-۰۱ < ۵ 
ع : ل سح تطببظ قابلاتلاشتتاق‌عند | :۰ ۲۱ دل 


كان ك ۲۱ ل = س حیت ح ح اح فيرخالية 


ق يس > عداا 6آأادء تس وس دن (1) 
۲) ق (1) = (TJ‏ 
ای ان الشرط اللازم والكاني لتماس بياني تطبيق هو ٠ف‏ 
۱ ق 60 يو 
ای یشترکان في نقطة واحد 2 علی الائل 
5) ميلاهما متسا وني تلك النقطة 
مثال )١‏ اذا کانالسٹیم ص× ٤س- ٢‏ ساسا لہیان التطبیق 
ق( س) - س؟-۹س+ ۲ نجه تة اعدد الغا با 
اعم لیکن عن× ل(س) = 4س 5 
لتفترض انہما پتعاسان عنف س“ پا 
۰ (ب) سل (ب) ۱ 
تی (س) ه اسا سک تق (ي) » 5ب 
ل( س)ه »4 عك ل ( ب) ۰ 


ومن الشرط الاول للتمانی تحصل علي ۲ با ) د ا ج ب٭ 3+۰۰۲( 
ومن الشرط الثاني للتباس‌تحصل علی ق ۸ پ ) » ل( يا 
اي 4 بت ۰۳۲ ب٢‏ ساب+ 1 
ای ۱۲ ٩‏ بے ب٢‏ ث۳ 
بالتكيتة غن ال ايع ا واه يس ت٢ت 1٢٠٢‏ 
:22 : 
E‏ 
مثال ؟) جد نقطة یشترك ہہا ہیائي التطبيق ق(س) “ س۲ س ۷ » ل(س). »' 
اس - ٤س‏ ۲ ونين انا تقطة تياس ٠‏ : 
)١‏ تنجد ق ٥‏ ل 
ليكن ق ( س) د ل (اس) بوت سا بت ۷ج اس٦‏ ۔.. ٤‏ سام ٣‏ 
به ریت :۵ 3 


٢٠س س‎ ٤ ۱ ۰ 
“Tw )۲ ال(‎ )۲ ۱۰ 


7 


۲/۳۰ ۲۱1 ۰ ۰ 

۲ تجد ی ( ۲) ول (۲) ۰ 

01 كس 4 ۷+ ) 
له دص ۰ وس ۱5 5 (۲) س4 


۴ اف پس [ 


مثال ۳) اذا کان الستقيم ابص ۰۳ ۰ بباسا لبیان التطبیق ق(س) » 
410:1 باس فد بنك ( )١‏ جد تيم | وب (r‏ برهن أن ق محد وك 
منالاعلى ؟') برهن ان ق متزاید ۷۷١س‏ ذ ۲ 

الحل) 

۱- ۰ ؟* اص 279 + .ہے سس‎ )١ 

٠*٠‏ نتقطة التماس ( ١ه‏ ا(), 

میل‌الستقم ٭ ۲ 

أق ( س) » ؟آس +ب 

٢؟دب+۱اۃآ‎ ٣ ۰ )۱( ق‎ 

۰ + چپ ۲ ۰۰۰ ۱) 

هن ( ۱-۰۱ ) د ق ۰۰ یحقق معاد لته 

+ ۱ ده بت ٩‏ 

+ ب » ۳ ۰۰۰۰( ۲) 

وبحل‌اد معاد لتین (۱) و( ۲) انیا تجد | ۱ ه پا =) 


(۲) »۰ ق (س) ت تسا + اس )ا 
ال س٢‏ ے ٤سض‏ + 14) 


کات و ہے ۷/۱5 


1 ك ضفز ( خواس الاعداد الحقيقية ) 


درو می چم صنر 
ی(سا).: وچ صفر 0۷ 22ع 
ت محد وی من‌الاعلی * 
(۱) ہی جج ا 
1 


نے ا ا 
اذا کنیس درس < ۲ اشح ادم د لشت 
تپ 2( 
اہ ہا ا کے اج ر باش کے 
1 


سر اس 


س < س 5< صفر مسي ق(س) < ق (س) 
کے ق متراید ۷ س د ٢‏ 
مثال )٤‏ لیکنق ( س) ا س۲ + باس + حس + د ۰ رس ساسان الى بيان ق 
الاول عند النقطةم ( ؟ .5 )١‏ والثائي عند النقطة ن ( ے ۲ء )۱١‏ بحیسث 
ان كلا منبما يوازى الستئم ص+ )© » ضفر ٠٠‏ علما بانم » ن وق 


برهن ان ( - ۱ ۵ سس ۲) د ق ۰ 
الخل) پجب‌ان تنجد کلا من هو پا فح ۾ ل 
۰۰ م ذق 3 تحقق معاد لته مس | + )با + ۲مر بو س۵ ۰۰۰۱( ۱) بالط 


.* ن و اق کو تحقق معاد له سم لآ +)ساب ۲ج + وت -۰۱۷ ۰( ۲) 





: 7 اه هه 
٭میل الستتم(ص+ ۲٭)- صفرًا ( لاه یوازی الحور الاول.) 
٠٠‏ ميل كل منالسساسين = صفرا ايضا ( اذا توازى مستقيبان تساوئ میلاهما ) ۰ 
ق (س) ۰ ۲ آسن؟ + اس + اح 
ق (۲) ۰ ۱۱۲+ ۶ب +حه صفر ۰۰۰( ) 
تی (-۲) »- 5١4.11ب+‏ ی هس مقر ۰۰۰( ) بالجیع والتبسیط تحصل علی 
ا 
ون حل‌المعاد لتین ( ۳) 6() پنتج أن 1 » ١‏ هو ح = ١١‏ والتعیض ي٤١٤)‏ 
ينتج انب > صفر وبالتعوش في ۱) ینتج آن د * -۱ 
EET RT CEN OE‏ 
NE 05 3‏ 2۱-۱۲۲ ۱12 
‘J 2NN)‏ 
مثال ۵) لیکنق ( س) = ١٠س‏ ولیکن ل س) = ؛ مس 6 قاذا کانت 
ق 0 ل » 1 + بل ررس عدرأ ء مب مماسالتا للتطبیق ق فالتقیا في نتطسة < 
مین 


جد ساحة اليثلث1 باج 
الحل) 
ل ( س) ٤ہ‏ سء ق (س) = ١۱ب‏ س! 
اذافانل (س) دق (س) 
نان اسه ۱۰ س٢‏ 





= 


ای س٦‏ ان اه » 

ء۔]٢٤+س(‎ )٣۴۔س(ٗ٭‎ 

اما س ۲ اوش -۲ 

وزج ص 1 اوص» ٦‏ 

۰ ۳ :۱ب ( ۱۰۲2 

ق (س) > سداس 

ق(۳) ۰ ۲:۲" سا میلالساس‌عند 1 

۰ معاد ے عتا کے ن+ چو ری ای 
س ٣‏ 

ق 2۱ ۲) #۶ ؟ میل‌الیماتن هند تا 

) (۰۰۰۰۰ ۰ نماد لته 4 » گاجلے کک ص اس )۱د‎ ٠ 
۲ س+‎ 

ومن حلالمعاد لتين )١(‏ و( ۲) انيا تجد ى ( بل 5ه )١1‏ 


و رس تاب EOE TELE‏ 
1 1 1 ۲ 


TV‏ وحد ة 
بعد نقطة ح عن آ ب «٠‏ ف الارضفاع 

| س + بص + =| الع | 
کے 1 


e ١ 





٠ 2‏ - > سسہ وحدة 
1 + ټپ TV ١۱+١۷‏ 
۰ الساحة * پإ النادة « الارضاح » بن« ه |5 ا« 7 شلد 


وحدة ,ربعسة ٠‏ 


۱ + 


تماریسسن 


)١‏ النقطتان | ه ب واتعتان علی متحنی التطبیق ق : ج اه ج وبحیث 
وق هد ها رش تی حیث بیل الساس عندکل منہا > ٢‏ ۰۰ اذا 
رس الساسان عند ١‏ هب بحپلسث قطما محور السینات في النقطتین ح ٤‏ أن 
على الترتيب »اثبت‌ان مساخة الشکل | با ى د ه ۱۱ وحد 2 تربصة + 


۲ ساس التطبیق ق : ع 7 س ع بحیث ق(س) - + ت عند 
س 


النقطة التي احد اثيبا الميني = ١‏ ء یقطع السورین في النقطتین | » ب جد 
اد“ 
(r‏ یں بیان التثطبیق ق (س) ٭ س٢‏ ۔ ۷س+ ٣‏ یکن عند ھا السساس 
لبیان التطبیق موازیا للستقم ه س * ص» ۲ 
4 جد معالتي الساس والعمید ی لیه لبیان التطبیق ق ( س) * ۱۷۶ سس - 
هند الننطة التي احد اتيما السيني = + ۱ 
٭) جد النقاط الواقعة علں بیان التطبیق ق : ج /07] سے ح بحيث ق (س) « 


حل والتي يكون المماس عند ها مرازيا للسخور الاول ٠‏ 


سس 

٦‏ اثبت ان ساسي الطحلي ق (س) ×× س۲ ب آس۲ + اسب * عند النفطتين 
( ۰ ۱,۵ ۱ ۱۲-0 متوازپان. . 

۷ اثبت ان سساسي النحتی ق (س) « (س- ۲) ( س+ ۱) عند الثتطتیسسن 
( 1 هب ۲) 6( ۰ هس ۲) متعامد ان ۰ 

۸ ) جد النقاط الواقعة علی النحنی ق(س) «" س۲ + * والتي یکون الساس للشحنی 
عند هأ عند يا على الستقم مسں+ ٣‏ ص× ٢‏ 

4) جد التتاط الواتعة على البتحنى ق ( س) س بد 


: کین 

يصنع المسثثيم السا للمتحنی عنٹحا زایة متدارها © 5 معالاتجاه البيجب للمحور 
الارل ٠‏ 5 

۲ وس‎ ٢ بس ہس؟ عند النقطتین سه‎ +٣ ١س نا گان ساسا النحنی‎ ٠ 
+ متعامد ین قجد قيعة ب‎ 

١‏ رس ماس للشحنی س؟ ص۲۰۳ خیث س م صفر عند التقطة (۱۰ 526 ) فلات 
السنحتی مر اخزی في لقطة بَا فجد احد ائيي چا 

۲ لیکنق :ح ]۰ سح بحیثاق (س) اس + سم ۰ جد معاد لسسة 


الستتیم الساس لبیّان ق والذی پصنع مقطعین متا ین مع الحورین ۰ 








ف س تن | بحیسث 


کرت 


VE 0‏ اسب م بحیت ق(سن) ۰ ۱۱ 


یکی [ ۶۱ ۵ ن کل و اس 
1 ی 
اولتکن آ وق م.ل ۰-«عن, ارسنا ستتما مباسا لکل من ول ۰۰۰ جد 
مساحة المثلث السحد د پالسا سین وا لمستتیمس بص« ۱ 
۱ 


4 لیکنق زج سه ح بحيث ق (س). « 


س 





+ س 
ولیکن ل : جم 61-7 سح بحیتل (س) - 


ولتکن ا ء ب]- ل 0 ق 
جد بعاد لتي الساسين البرسويين عن ! » ب الى بیان ق ٠‏ 

٠‏ ليكن ق : ح / 07م سب ح" بحیث ق (س) »اس - نا جد معاد لني 
الساءین الیرسومین لہیان ق عند ۱ + ۲ 

)٦‏ برهن ان السماس لبیان ق حیث ب٢‏ ق( ش) > س۲ ( | س ) عند 
س » پز | يبر من نقطة الاصل ٠‏ 

7) برهن تماس بياني التطبیق ق( س) = اس٣‏ ٭ ل (س) م ۱۰س- اس۱-۲ 





س+ ۱ 


۸ برهن تماس‌بياني التطبیق ل (س) * س۲ سا ه ق( س) * ۸سسس ٩-۲‏ 
ثم جد معاك لة المستقيم المماس والعمود. علیه‌عنر نقطة التباس رساخفالتلسست 
المحد د بپذین المستتیمین رالسور الاول ۰ 

۹ المستتم العبود علی بیان التطبیق ق (س) * 4--س؟ عنلنفطة |( ۳۰۱ ) 
يقطعه مرة اخری في نقطة ب ۰ جد 
0 معاه لة آپ 
۲ معاد لة المماس لبيان ق عند با 
)٣‏ راذا تلاق العستقیم الساس لامنحتي عند نقطة ب لمردعبه من نقطة | في تقطة 
ج افجد مساحةٌ المثلث أب: ح 1 


و ا هدج سيف ی( ده 
۱ 


جد معاد لتي النماسين المرسومین لبیان ق عند. نقطتي تفاطعه ملحورین ۰ 
۱ لیکنی : ج س اح بحیث ق(س) « آس۲ + ب‌س+ حولتکن ( ۱ ۱۵ ) 
3 ى * ند هذه النئطة يصنع السماس. لبيان التطبيق زاية متداره ا 
۳۰ مع الاتجاه النوجب لمحور السینات ۰۰ ونند النقطة التي احد اتیبا السينسي 
= ۳ فان‌المیاس زاية میله « 1۰ جد | وب هو ى 
1:۲ 


)٦‏ لیکن ل (س) ٣١‏ س5+ بس٢‏ + سا س+ ند قاذا كان هذا المتحتى بر 
پالنتطتین ن( ۲ ۲۵ ) 6 ه ( ۲ ۵ ) بحیث انه مین رس ساسسسین 

یوازیان المحور الاول لبیان ق ش‌نباجد کلا من۱ ء پ اح ۾ د 

لک NG‏ لس دس که تقطه زانط دی بت 
ان کی اطا عت ااا تفر 2 ۱ (oe‏ 

٤‏ ۲) اذا کان بیان التطبيق ق (س) 1 س٣‏ + با س+ حایس الستتیم #س.ص» 
۲ عند النقطه ( ۲ ۰ ۲) يمر بالنقطة ( ١‏ ه )١١‏ فجد تم كل منآ وب 3 
حص ٭ حم 

د ؟) المسثتم الساس للدائرة س؟ + ض؟ + 1س ۸ص« ٠‏ يس بيان التطبيبسق 
ق(س) = | س۲ + ب عند النقطة س ( 5 ھ ؟) ماتيمة كل من ۲ 4 ب ۰ 

1 الستتیرالرسم ساسا لبيان‌التطبيق قا (س) = س۲ س عند النقطة التي 
احدائيها السيني - ١‏ يس الدائرة سن؟ + ص۲ + 1ص سا مد 
جد قيمة ح ثم جد احد اثيي ثقطة تاس الداثرة مع الستتم ٭ 

۷ لتكن أ “هي النقطة ( ٠١ ٠٠‏ ) آولتكن ب ل المحور الاول ' ولتكن ك 3 المحور 
الثاني بحيث'ان أ تقسم قطعه المستتيم ح ب بنسبة ۰۱ ۲ ناذا کانت ب مي 
نقطة صعاس‌المستتم آب مع بيان التطبيق.ق (س) » درس؟ + ها س+ ٠0‏ نجد 
قيمة كل من د ه ه 

۸ ائبت ان مماسي بيان التطبيق ق (س) » ۵س-س؟ - 1 عند نقطتي تناطعه 
مع السحور الاول یکونان بتعادین ۰ 

1) اذا كان ق(س) - ه اس؟ اس فجد معاد لتي. المتتعينالساس والحنود علیه,عند 

اس » ١‏ واثيتان مسآحةنلثلكاالتحدد بالمماس رالعمود عليه من نقطة السا سی والمحور 
الاول یساوی ٠١‏ رحد تمربعة ٠‏ 

۰ اذاکان <(س) = آ س٣‏ + پاس + ح حيث آء. ب وح ثيابت 
وكان د )١(‏ ع ۷ د( ۲) ۰ ۲۳ ده (۳) « ۱۷ جد د (۲) 

۱ اذاکانق (س) ۰ س۲ +آس +س ه د (س) تسس سن] متناستان 

عند , النقطة ( 1 ٠‏ ) فجد فيم الشرابت | » ب اح 


۲) جد قيمة الثابت سد والتي تجعل ساس بیان التطبیق ق(س) س : 
س( ح - ۲ ) في نقطة الاصل يضئع زا ية مفدارها *4 مع الاتجاه الموجب للحور 
الالء 

۲۳ جد قية الثابت ح التي تجصل‌المستقم الراصل بین‌النقطتین ۰۱ ۵ ۳) و 


( ه وب ۲) ییس‌بیان الت لتطبيق ق(س). » اک جیٹس جج ا 
5 س + ۱ 





۱۱ 


؟ اذاکان‌ق (اس) +« س۲ + ۲س--؟ وکانت الثقطتان ( 1و ها و 

ب ( ١ ١‏ د ) تفعان على بيان التطبيق ٠‏ جد نقطة علی المنحنی بحیث‌یکون 
نيا الساس موازيا للمستقم أب ۰ 

)٥‏ اذا گان بیان التطبیق ق (س) ٭ وت ای ا یس 
الستقینین ص۔ ۹ س +. ۱۸ ء اس + ص - !علد نثاط تتاطمهيا بع حسسیوری 
السینات والصاد ات علی‌الترتیب ۰۰ فجد کلامنآ ء ب ه ح ود 

۲ بین ان‌الساسین للسشحنی ۸ص« (س- ؟) آعند النقطتین ( )+ 
( -۸۰۱۰) یتقاطعان في زاية تائمة علی المستقم ص» - ۲ 
واذا کاتت نفطة التقاطم هي آ اما ب نہيپ ( ۲ ۰۰ بین ان المستنم 
آب یکرن عمود | علی المستقيمالواصل بين‌نقطتي التباس ۰ 


اا بع ضالتطبيقات الفيزيا هية 





اذا كانق ( ن  )‏ م يمشل القانونالذى بموجبه تتحرك كتلة مادية بعد ن سن 

الثواني من بد* حرکتها وسوف نطلق علیه اسم 'التطبيق المساني وعلى خط مستقيم * 

فبعد إن وخد» زمنية یکون م = ق (ن) 

وبمد ن * ع وحدة زنهة يكون م - ق( ن + ) 

لاا لكل ے قان* 6)سق( نا ۔ق(ن ۴۹)- ف(ن) 
زر نم نل نا * اسان ع 

نب معد ل السرمة 

ن ا سقا(ن) سی پالم الاو نے 


6 
یں كك 0 EET‏ تا 








ن سه صفر ن دن 

وبنا ١‏ د ا عات بانع ا 
۶۰ ت(ن) ما _ اس 2 _دالر 
دن ںہ ن٢‏ 


ابا الانطلای 5664 نيعرف بانه | ق (ن )| ای انه انطلاق الجسم يعرف 
بانه قيمة السرعة وپیلالاتجساه ۰ 

مثال ۱) نقطة ماد ية تتحرك علی خط مستقیم بیوجب القا تون م ( ن) ۰ آن تن ۲ 
+ آن ۲ ۰ حیث م المسافة بالاقدام ن هوالزس بالثواني ۰ 
باهي سرعته عند ما ن ۳ ۲ ٩‏ وماهو تعجیله عندما ن ۰ ١‏ ون س ” 

الحل) س(ن) *م(ن) ۰ د۲-1:۸آن + لن۲ 


٤‏ ۹ اے 


ت ( ن ) م انا »= ۸.۳ آن 

عند ما ن = ۲ فان س ( ؟) » بر۱*۰ ۳۲ *< ۲ + ۲۱ 5 
BSA’ 4 7 7‏ 

عندما ن * ۱ ۾ ت (1) س ت۳۲ + ۱۸ سس )۱ تقدم/ فا/ نا 
عندیا ن ۳ ۳ و ت ( ۳) ۰ -۳۲ +9 س ۲۲ قد با ۸ با 


مثال )٢‏ نقطة عادیة تتحرل ك بخط مستقيم افقي بيجب اس 
ل (ن) ٭ ن۴ - ۹ن۲ ٤+‏ ۲ن 


5 تی تتزايه الانافةيش تتناقي 
“ب متي تتزايد الشرهة ومقى تتنااقص ' 
ج ے متی تتراید الانطلاق وشى تتناتی 
د جد السافة الكلية التي يقطعها الجسم خلال الخيس 0 الآن يبيد" 
حرکته . 
هاا حك الساف ة الكلية التي يقطعها الجسم خلال الثائبة ار 
اللا ن )د ل کی 
م اشارة ن -؟ 
= یا 
وا ان انرام تتزابد 
عند ما السرعة ای أشارة ؟(ن -5) 
ای عند ما ند ۲ كون > ع د ن = 
را ان‌الا زأھہ تتا تقض حند ما السرعة ل صفر 
ای‌عند نا ن و ]۲ء J4‏ 


اثارة ن كا٠‏ 





#۰۷۷۷ 


بات (ن ) ۔ دا ۰ آن - ۰۱۸ ۸ بح 





دن اشارة ن -۲ 
وبا آن السرعة تتزاید عند با التعجیل > صفر ای عند با ن > ۲ 
وتتناقص عند ما التعجيل < صفر ایند با ن < ۳ 
ج) الاتطلاق یتزاید عند ما السرعة والتعجیل لبما نفس الادارة متتاتص عند يا 
یختلفان في الاشارة ومن.المخطط المجاور نستئقح ان الانطلاق يتزايد في ن > 4 






اون ۱ ۰ ۴۳ J‏ 4 ۳ ۲ 
متناص ني ن د۲ ا ار ةس( ن) .+ 
اد ن دع 344۳ أمارةت ( ن )*+ | 


017ا گے 


د) النقطة تتحرك الى الیمین منالنثطة ( ؤ) عند ما تكون السرعة موجبة انبا تتحرك 
نحو اليسار عند با تكون السرعة سالبة ٠‏ 
وهنا عند ما ن = صفرفانل » صفر 


ویکون الجسم عند نقطة و : اس و 
وان بدایة الحركة نحو اليمين لان س( ن ) > صفر نے 

لاول ثائیتین بالتي هند ها ل ( ۲) = ۲۰ قدما د مع ال ہیں 

من و 


وفي خلال الثانیتین التالیتین فسوف یتحرك الجسم نحو الیسار بالتي ني نبایتبا 
يكون الجسم على بعد ل (4 ) = ۱۱ فد من و 
ای یتراجم الی‌الیسار مسافتة 4 اتدام ( ٠٠٢‏ ۱۱) ۱ 
وبعد خنس ثوان من البركر يكون الجسم على بعد ل( « ) - 1١‏ قدمآ سن و 
ویکون باتجاه الیبین ای پسیر 4 ثوان اخری نحسو الیمین خلال الثانية الخامسة 
( ۲۰ ۱۱) 
۰ المسانة الكلية التي قطعنبها الجسم = ۲۰ + 4 + 4 ۰ ۲۸ ندم 

ه) السافة التي يقطعبا خلال الثانية الرابعة 
۰ | () دل د ۱ ۰ ۰۱۸-۱۱۱ ۲ تدم 

مثال ۳) قذافت كرة شاقوليا الى الاعلی موجب القاتون م - 91ن ,ان" حیت م . 
الارتفاع بالافدام ن الزمن بالتواني (,۱) جد سرعتبا بعد. ثانیتین متن بدا" 
حركته ٠‏ هل تبش ترتفع ام تسفط 1 
؟) کم ثانية تب ترغع ؟ وباهواقصی ارتناع. تصل الیه الکرة ؟ 

الحل) م = ۲-۹۱ آن 2 
من رن ۱ 
س( ۲ ) ۰ ۳۲ تقد / ثا 
ویما ان السرعة موجبةر 
۰ اكرة لازالت ترتفع 
هنند با س(ن ) = صفر 
فان ۲-٩۷‏ آن .۰" ۰ نقطة الابتد ا" 

.6 ۲۳ 
رند ما ن ۲ فان السرعة تصیح سالية وهذا يعني أ نالحركة تكون الى الاسفل 
اي ان الكرة تسقط بعندنما ن × ” فانم » ۱14 ندم وهواقص ارتفاع تصلسه 

٠ الكرة‎ 





E 


تارين 





٤+ جسم تحرك بخط مستقيم بموجب التانون م * ن٣ ۔- ٣ن٣ -ن؟+ ۹ن‎ )١ 


)١‏ جد الرثراشك بالتعجيل عند نا السرعة = صغر 
؟) جد الا ترلكبه والسرعة عند ما التعجیل *'صفر 
E (r‏ 1 
) متى تتزايد السرعة ؟ می یتغیر اتجاء الحركة ٠‏ 
؟) جسم يتحرك افتیا بخط مستتیم بموجب التانون م = ق (ن ) = ن٤‏ - ٦ن٢‏ + ۱۲ن۲ 
ان +۴ 
۱۱ متی یتزاید الانطلاق وبتی یتتاتص؟ 
۲) متی یتغیر اتجاه الحرکة ۶ 
)٣‏ جد المسافة الكلية التي يقطعها الجسم في الثلاث د ن الاولی من بد" الحركة ٠‏ 
۳ ثذف حجر داتولیا الى الاعلى بسرعة عة ابتدائية متد ارها ( ۱۱۲) قدم/ ٹا یتحرك 
بموجب القائون‌م ٭. ۱۱۲ن-۱ان۲ حیث | المسافة بالاتد ام من نقطة الابتد ا" 
احسب ۽ 
0 السرعة والتعجیل عند ما ن « ۳ ها نا )6 
۲ اقص ارتفاج یصله الجسم 
۳ متى یکون علی ارتفا ع 7 دم ؟ وناش سفتم علا ون عای زا انشا 3 
)٤‏ اد رس حرکة کل منالاجسام التالية والتي بشکل انفي علی خط مستقم بالمسطاة 
معاد لة کل نپا فیما ياتي اس 
۱ ل‌ان ۱ ن۲ مس ان ۲ +۲ 
۲ ل(ن) ۰ ن۲- هن + انس ۲ 
؟) س( ن) ےی ER‏ 
ESO GE‏ 
ه) جم يتحرك عنودايا الى الاعلى وفي خط مستقيم بحيث ان الازاحة ل تقاس فق 
التطبيق 
ل ( ن ) “ن٣۲‏ س ۱۸ آن +۸۸۱ جد 
)١‏ مقدارالزمن الذي يمضي حتى ‏ یصل اعلی ارتفا ع 
۲ ماارتغفاعه عند نقطة بد * الحركة عند گذ 4 
1) تتحرك نقطة ماد یة علی خط مستقیم وق بیان التطبیق التالي ۰ 
ل (ن ) = ن۲ *ن س آن ۲ حیت, الاذاهه بالامتار 6" ن الزمن بالثياني جد 
۱ معد ل السرعة خلال الثاتية الخاسة 
۲) السرعة والتعجیل في تهاية خس شمان من بد* الحرکة 


ANN 


) جد السرعة الابتد ائية التي يجب ان يقذف بها صاروخ راسیا الیالاعلی حتى يصل 
الى ارتفاع (۷۰۰۱)) یارد + 5 
( ملاحظة - استخد ام القاتون ل ( ن ) “اس ن ل ان5 حيكث (س ) ثابسبثك 
1 09 


ل بالاقدام ن بالثواني ) ٭ 
نظریة القینة النترسطة رمم Mean Value for‏ 


اذا کان ق تطبیفا مستمرا في [۱ء ب ] وقاہلا للایتفاق ئي] ا ٠‏ بل 
انه 7 علىالائل ح و ] آه ب [ وتحقق اد 

ق () -ق() ه»(ب -ا) ق( ) 
مثال )١‏ جد قيمة ح التي تخصل عیجا بنظة القيمة المتوسطتاذا کان 


کک ای ]اقب وب دہ 


وو و 1۳ 
بما ان التطبيق مستمرفي [ -۱۰۲ ]وال للاشتقاق خی ]-1۱۳۷ 
١ 1 ۲‏ ہے ۱ 





ت ات گت .0۱ات نت ت لے 
٤ IT iT 9‏ ۲ 1۳ ۱۳ 
ق (س) ا - سنج 5 

۲ ۱۳ 
77 ت ا 

1 ۲ 


ق ژ ب) -ق (۱) ۰ ( چ ا) ق (س) 


سے سا را ہت ہیں ںا( ۱) تب جس 


Ir ۷‏ ۱۳ ۷۲ ۱۳ 
]-۷ ۰ ۱[ 
مال 45 اینتخت Ey‏ قيمة تتريبية الى ۳۷۷" 
الحل)“ تفرض ان ق (س) = پاس انا جار یش 
التطبيق ق تابلللاشتقاق في الفترة ]٣۳ء ١٣٢‏ ستری 4 [vif]‏ 
لذا ناته 3 عدد مثل ح يحتق المغادلة 
ا 2 TY‏ ہج لا 
٢۲۔٣۳‏ 


E AD 
١ سا‎ 


ا 


پان 55 ظط ج ۲۷۲ 


E‏ حش اك ام 
eT‏ 


وبا ان ۳ رت aa‏ یہ مرو ۲۷/۲۱[ 

جڪ ارد اعد را ۲۷ < 1٩۷‏ 

چڪ ۳۱ < اج بي ا لان ۳۷ > 0 
STIS 1‏ 


چڪ . ٢او‏ ا < ١)‏ 
١ ١ ١‏ 
iS AST‏ 
چ ے ہا بت ۹س لت ا 
نا ٢‏ را ح 14 


ج0 ٔ ٔ ۲۲۱ اح ۱۰۸۳۲ 

ومن البيكن ان نستخدم النتيجة الثالية وهي مشتقة من نظرية الفيمة المتوسطة 
ورادمه) حب و (1) + ھ ق( ۱) 

ETE‏ ا ب ل رو ا الت 2 الت 


۴۲ 1۲ 
ق (۳۱) ہہ ۶۳۱۷ » 1 


ث e‏ ص ۱+ ہہ 


۲۷۷ : کے ٣٣ء٦‏ 
مثال ۳) صند وق علي شكل مكمب طول حرقه مر۹۹ سم جد حجمە بصورة تقریبیسة +* 
الحل) ح - ل؟ ني 0۵5+ ھھھ ھ۶ هو[ 
' ج دق (1) «ق ( ۱۰۰ ene nT)‏ 


7 ق (ل) « له ق (۱۰۰) = “r.‏ 
“م ق( ۱۰ ساره 0 +( ار( »° 
ی( ٭۸ر۹١)‏ کے ۱1٤۰۰۰‏ س٣‏ 
مثال 4) جد القيمة التتريبية للتدار ٦٢۷‏ + ۳ + ما۰۳ 
الحل) ليكن ق : ع ++ نه ح يحيث ق(س) دا اس + كاسن + ا سا 


 -9 ۳‏ -۱) ۰ | + هد 


ES ANA Le 1 ق (1) «س‎ 


=1 ت 


و وی جس ات + 1 ١‏ 
۲ باس اي ا 
١ 1‏ 1 


۰ ؟ را(‎ VT 








ق (1)- ق(4)- 














1۹1 

ق (۱+ه ) مب ق (1) +ه ق (1) 

I 4 9 
۱۹ 


ملاحظة ۸ اذا کان‌ق مستبرا في [ ۱ » بب] وثابلا للاشتقاقفي ۱۲ ۰ ب[ناذا 
وتخیرت س من س ال سم 





فان ھ سے س - این ویکون هوالتفيرني س 
اما المتدار ه ق (س ) فیسیی التفیر التفريي ل ق (س) 
۱ : 


وطلق علیه ايضا الخطأ التتريبي ٠‏ 


مثال٤)‏ لیکن ق : حسم ح. بحيث ق (س) » + سب س؟ فاذا تغيرت س‌مق ۲ 
الى مرا + جد التغبرفي ق(ص) بصورة تنريبية 
الحل) ق (س) < ۸ اس 
مق (۲) تس ۰۲ ۲ 
شا ح۸رات۲> س ار 
ھ ق س) = هق( ۲) = ساره × )= ور 


مند ار التغير التغريبي في ق (س ) * 
مئال :)١‏ ليكنق (س) ه ٢‏ س٦آ‏ ناتش صحة نظریة القیمة التوسطة اذ| علمت ان 
۱ کے م ا 5 
الحل) 1 
(A) 3 = (1) a‏ = 1 مھ 
ق (ب) = ق (1)=؟ 
ق( س) = ۵و عد اق (<) ه 


2 سا٣‎ 








e 


ا خی رای رآ وی 


۲ ا 29 


۳ 
ا 5 
- -12 29م 2 0 
۰ لانتحقق نظرية القیمة التوسطة والپسیب في ذ لك | ایی غور بل لاي 
عند الصفر 3 ]- لم ه 11 
مثال ۷) یراد طلا صند وق مغلق علی شکل مکمب طول خرنه ۱م بطلا سبکه ۱ ملم ٠‏ 
جد كبية الطل" بصورة تفريبية ١‏ 
الحل) 
انالطلا" سيسبب زياد ة في الحجم نتيجة للزياد ة في طول حرف المکمب ٠۰‏ اذا 
كان طول حرف المکمب الاصلي « ۰ سم 
فان طوله الجد ید * آر۱۰۰ مم ای‌ان ه » ار-۱۰- ۰۱۰۰ آر سم 
ق(ل ) <ع «ل ۲ ۰ ق(ل) ع له ق( 0 Tre.‏ 
التفيرفي الحجم » ه ق( ل ) ه اره ۷ ۲۰۰۰۰ ۰ ۳۱۰۰۰ * ٦‏ لتر 
مثال ۸) دائرة نصف قطرها 4 ١‏ سم ٠‏ ناذا كان هئاك احتيال خطأفي تيساس 
سیطہا = را ط سم فطا هواحشمال الخطا ني تیاس مساحتها ۰ 
الحل) 
محیط الد اثرة *. اتق ط 
ل ( نق) » ۲ ثقط 
ال (نق) -۲ط 
الخطا ني قياس الحيط » + هال ( نق) 
٤راط‏ = ي ه > ٣ط‏ 


۰ هات + را س الخطاني قياس نصف القطر 


الساحة - نق۲ ط اي ع ( نق) « تقاط ۰۰۰ 8 (نق) < انق ط 

ba = )۱5( ع‎ 

اى ان الخطا في قياس المساحة مور ریہ را * ۸٢ط‏ 
= رط سم ۲ 


کا 


تا بے 





في كل سا يلي ( من تمرين ١‏ الى ۷ ) جد جميعالاعداد ح بين آ و پا 


والني تحقق نظزیة القیعة المتوسطة ٠‏ وان کائت نظرية القيمة المتوسطة لاتسقسق 
,أذ كر سيب عد م امكائرة تطبيقبا ٠‏ 
ای( وان کش ,اس ویپ 
۲) ق (س) » سب اس۲ + سب ۲ آه ۱ په ۲ 
۲ ی (س) دیا اه صفر و ب ۰ ۱ 
و 1 
؟) ق (س )= Top‏ یا 1 1 


اس+ ۲ 
۲س+ ۲ ۲ 
1( ق(س) - مرا سه س من ٩‏ آد بپ ٭ بپ = بر 


7 ۷ ق(س) « کے م ١‏ آ = لو به ؟ 
1 ۱/۷۲22 ی 


۸) اذا کان ق تطبیق کثیر الحد ود من الد رجة الثانية وگان 1 » ب ای هد ین 
حتیقیین في منطلق ق نابت آن ج - س هي الني تحتق نظرسة 
القيية اللترمطة ٠‏ 

( تلییسح / افرض ان ق (س) سد ی + ها س+ و هو د كع صفر وان كلا 

من ده 4 ها 4 و e‏ 


۹ أذاكانق ( س) رات ۱۷ جد بصوة تیبیة ی( ۰۱ر 0 
۰ جد بصورة تفريبية كلا مما يلي ١ ٠‏ 
3 
ہہ : 
زیت روم سا با ا کروی لع ی 
س ل ا مت : کا رہ 
و SVE KES Cl ED‏ 


(a‏ ق(س ) ۔ 


ات حر سيتاء 1- اده اب » صفن 


التطبيقات العد دية المتزايد ة المتنائصة 





نحن نعام انه اذا كان ميل المماس موجيا فائه يصنع زاية حادة مع الاتجاه الميجب 
للمحور الاول اواي مستقم يوازى المحور الاول ۰ 


ای انه‌هند ما ق (س ) > صفرفان النحتي پتزاید کلما اتجبئا مناليسارالى 
اليمين ٠‏ 


اما اذا كان يل الاس سالبا فان المستفيم يصنع زاوية منفرجة معالاتجاه البوجسب 

للمحور الاول اواي مستقيم يوازى المحير الاول ٠‏ وبذ لك عند ما يكون تق (ىس) << صر 
فان التحني يتناقس كلما اتجهنا من الیسار الی‌الیمین ۰ ۱ 

اما اذ۱ کان‌المیل = صفرفانه يعني ان‌الساس یوازی المحور الاول والثظرية التاليبة 

توضح امکانية اسنخد ام اشارة المشتفشة نیما اذ۱ کان التطبیق متزاید او متتافص بفتوات " 


نظ 1 





لیکنی تطبیق مستمرفي  1[‏ » با وکان ق تابلا للاشتناي في]1 ٠‏ ب[ فان 


۱ ق متراید نیا ه ب [جه ق (سا > صفر پاس د ]۲ » ب 31 
۰ ق متتالی‌فی]| » ب[ چ ق (س) ن ضفر پاس و ]ا » بل 
تعریف 


ليكن ق چ تط ( ۵) ۷۰س 3 ك 
١‏ 
0( اذا كان ق ( س ) .- صنرا فان (س ۰ ما ) نقطة حرجة 
1 ۱ 
۰ اذا کان ق‌غیر فاپل للاشتقاق عند ئ فان (س » ق ( ) نقطة حرجة 
۱ 
تعريف 
لیکن ق تطبیقا مستعرا في [۱ 4 چا 
۱) للتطبیق ق اعظم فيمة محلية عند النقطة ن اذا وجد تا و 2[ 
> دا » بآ وان ]ح ه ك[ تحتوی اعظم فيمة فان 
فى ( ن ) - اعظم فيمة محلية ۰ 
؟) للتطبيق اوطا قبة محلیا,عند النقطة و اذا وبذ.) غااء ل2 2 [أ» با 
ران ]ى ء ل [ تحت ا.طأ قيمة نان ق ( و) اصفر قيمة محلیا * 


۶۲ مب 


ا 
اذا کان ق تطبیقا عد د یا نا بلا للاشتقاق ني ] 1 و ل وان للتطبيق امقر 

تيمة محلیا اواکبر تيمة محلیا عند ن نان ق ( ن )۰ « ضفر 
ولیکن‌س ز متطلق ق 








Eis,‏ ۽ ب [ بحیث ان 
سه ]أ ء ب[ قابلاللاشتقا ؤفيبا 


۱ فاذا کان ق ( س) ضر ٦س3‏ ]اس ؛ ب[ و ق(س 1 > صغر 
پ سود ]۱ 0 1۳ و j‏ سس = صفر نان وس ۰ اعظسم 
قیمة لیا ل ق ۰ 
۲ ادا کان (س) > صفر ۷ب 3 ]اج بل[ وق( س) در صفر 
پا سد ]اء س [ وق ( س) « صفر فان ق (:س) ارطا تيمة محليا 
5 1 ۰ ۰ 
رگ 1 
كيفية ايجاد اعظم تیمة واصفر قیمة للتطبیق 
مد كس لاحك ھا ا اس 
لیکن ق تطبيقا مستمرا في [ 1 » ب] تالا للانتفاق فبي ] آ هب [ فیکسن 
ایجاد اعظم فيمة واوطاً فيمة محلية للتطبیق ق کباريلي + 
)١‏ نجد ق ( س ) : 5 
؟) نجد النقاط الحرجة ولتكن احداثياتبا السينية س ى س »س ٠٠٠4‏ 
1 ۲ ۳ 


۳ ناخذ الق التي د [1 » ب] فقط ولتکن لیم سبیل‌انشال س + س 
ر۴ 


: تختداق ( ۳ 3 سپ 1 پہعا اکبر‎ ٤ 
ق ( س ) نا هو‎ e ) ق ( چا ۾ ق ( س‎ e ) جد ی‎ 
T2 ي7‎ ۰ 1 


اعظم قيمة وایهما اصفر هو اصفر قية ني الفترة [۱ » ب]. 


3 


ا ي 


في الامثلة التالية جد ناطق التزايد بالٹاقس ان اکن وجد اللقسساط 
الحرجة ٠٠٠‏ ثم جد ان امكن اعظرياوطا قيمة محليا ٠‏ 
۱ ق (س). “= ۸ اس 
ق(س) ۲-۰ د صفر ۷ س وح 
۰۰ ق تاس اس داح 
-- لاتوجد نناط حرجة 
لاتیجد. اع ولاتیجد اصنر تيمة محلیة 
۲ ق( س ) ۰ص هب ۱س + ۲ 
ENTS A ENG‏ 
ارمتزايد ل امتناقص 
۰ ق‌متزاید ني اس سوح واس > 15 ۱ 
ق متناقض في [ سه س وح »سن <۲] 
( ۲ء ق( )r‏ ) هس (5 وله ) ننطة حرجة 
ق ( *) »هت اصفر تيمة محلية لد ق 
۲ 3 (س) د س٣‏ وس؟ + لااس_ 4 
اق )د اا ہا س+ 1۷ 
(TTT =‏ 
کے ر پا 5ج 
“.اق بتزاید پ س دح /[1۳ > ۱ 
لاتوجد اعظم قیمتمحلیة‌ولاتوجد اصفر قيبة بحلية للتطبیق 
يجعل ق ( س) = ۰ تحمل على س » ۲ 
۶ ( ۲ » ق ( ۲) ) نفطةحرجة 


7 ليكنق : E‏ [- ۲إ سے ن بحيتثق (س) 5 6ے 


٢‏ س 
مرن ۱۱+ س)(-۱) ۱سا لا ۵ طن 
(+ س)؟ (۲ + س) 


ا ا مر 

ق ناض فيح 77 -1] 

2 لاتوجد تقاط حرجة لان ق (س) ل صفر پاس دح ]| 
وانه فايل للاشتئاق اس زاح 1[-۲] 

٠‏ الاتوجد اعظم قيبة محلية ولاتوجد اصغر قيمة محلية 
۶ بیکن ی ۲-۲۰۰ ۲۰[ سهخ بحیث ق( س) = ۹۴اس 


bb 


۸ 


- 


7ں ا یا ات ای اتی 


REE CGS 

ق (س) > صفر واس و3ع-5 306 35 مغر ,ےم 

90پ , ۰۰۲ ۳[ 

: ق متزاید ني ۰:۳ ۰ ل شا.2‎ ٠ 

کی اشارة ۹۷-- س٢‏ 

قى ( صفر) - صفر 

٠٠‏ ۰۰ ۲) نقطة حرجة 

ق ( ۰) ۰ ۴ اعظم قيبة مخلية 

ق ( س) ۰ بای 

9ئ 
22 

Je 2 ق متزايد ۷س‎ "٠ 

٠‏ لايمتلك اعظم تيمة ولايشلك اصفر قيمة محلية 

ق غير تابل للاشتفاق عند الصفر 

٠ ٠ ٠ (٠‏ ) نقطة حرجة 

ق ( س) د ۲۷س ہے س٣‏ 

ق ۱ س) ۰ ؟ رر = ۳( ۱-س؟) + ۳( ٣‏ )س 

۰ ق متزاید في ]-۳ ۲۰[ ری 

وتتاص في ح /([۳۳ ]٣‏ اشارة۲دس ا+ببھ+ابھھ 

اعظم تيمة محلية " ق( ۳) «) « 

اصغرتيية محلية - ق(-۲) اه 

النقاط الحرجة ESTEE‏ 

(كوكهاو( ؟5يةه) 


2 











صفر ۷ ی و ۱۰1 






اشارة ؟ + من +++ 


قاع | سح بحیث ق (س) = س+ ل 


(س) ۔ ٢‏ 1۸ہ اسا لے ے (LT)‏ ۲(س-۳) (سن+ 4۲ 
س٢‏ سك س٢‏ س٢‏ 

ق متتاتض‌ني ] --۰۳ ۳[ | (۰ ] : 

ف مترايد في ع | [--۳۰۳] 

ق (۳) = ۱۲اوطا ثب مسلیا 

ق(-۳) * -۱۲ اعظم تيمة محلیا 

الثثا ط الحرجة( ۰۳ ۱۲) 4 

)۱۲-۸ ۲ - ( 





٢-٤ :۹‏ ت] کے اج تم نارای ہوا -5 











ق(س) = س ۴ 3 
1 
ق متزايد ۷۷س ٣‏ 
قعتنائس ١س‏ و ٣‏ 
وم : اشارة 3 
لاترجد نناط حرجة SEL E‏ 
لاتوجد اعظم قیمة محلیة 
ولاتوجد اصفر قیعة محلیڈللتطہیق شا کی 
۰ ق (س) سل ورای کا داسے ۱ 
س1020 ا 
2 : ےم سر ا ہد 
ق متزايد إاس < صفر عار ا | ۳ 
ومتنا فس /با سپ صفر 






ق( ٠‏ اعظم قيمة محلية اشارة(س؟+ ١)؟‏ +++ 


( ۰ ق()) نثطة حرجة اشارة قلاس) ا 
متناقص ١‏ مترايد 
۱ ليكن ق (س ) « مر؛ - ۸ س؟ 
جد امظم واصفر قيمة للتطبیق ق نيالفترات التالية[-۳ ۰ ۳] ۰ [- ۰۱ ]۰ 
[ts ۳[‏ 
الحل ق (س) = ٤س٣‏ ١٦١س‏ 
اس( س؟ ب ؛) ٤:س(‏ سے )٢‏ (س+۲٢)‏ 
عندما في (س) - ۰فان سا٠‏ اوس ۰ ۲ اوس ۲-۰ 
۱( في ([-۳۰۳] ۰ کل من صفره ۲ ۲ 3 [-۲ ۰ 
وان ق ۳۰-۱ ۰ ٩‏ ق ۳۱ ۱۰ ۲(۰) «(TG oll‏ 
دالو ق(0 مه 
0 اعظم قیمة <۹ ء اصفر تيمة * - ۱11 
۲ في [-۱ ۱۰] 
SEZ‏ ا 
۱3۰۰ ۲۰۰ ۱۱۱ ۷-۰ ی (۰) تفر 
+ صفر اعظ قيمة و ١‏ أصخرقيمة للتطبيق أق ني 7 ] 
۲۳ في [۲ ۰ ] ايا سن -۰۰۲ ۲۰ ل [؟ .ه)] 
ق ۳۱۸ ۰ ۰٩‏ اوطا قيية 1 
ق 4۱)- ۱۲۸ اعظم قيمة 
؟١)‏ اذاكانق بج |)1:) سم ج بحیث ق(س) - أس + کا حيث 
7 جو داكت رجحم » ۲) نقطة حرجة نما قيمة كلمن الثابتين 
کے وت 


أى ق(س ) س 7 س؟ + آس +2 الما س الي 5 
1 ند نا س۔ ٢‏ 
۷ منتابعة علوح متقارية ؤايتبا » ٢‏ فان . 


الس ) عو li “(t+ ٦‏ (س) خا دی 5 فا دس 
li .+‏ 5 


* 6ع« ؟ + كاعر +4 سس ونع 
وبا آن ق ( ۲) » ۱۲ 

۰ ها راق( - ۳ 

1 ره ۱ )> (f J3‏ 
۰ ق مستير علد ۲ 


س٢‏ + ۳ ت۱۰ 
مہ ]| 2 





2 اذا کانس ٢+‏ 
س 
1 اذا کان‌س۔ ٣‏ 
لیے 1( اع ۱عد قہیرا و تی کسی سر مہ 
الحل/ ينكن كتابة التطبيق كنا يلي ٠‏ 
قَ(س) - اج اذا کان‌س سے ٢‏ 
س سا 
1 انا کان س ۲ 
ای ان ق( س) « و اذا كانس ب« ؟ 
اذا گان س = ۲ 
ولكي يكونق مستمرا عند س» ۲ ائه ۷ و س » متتابعة علىح متقارية 
ن 


فایتبا » ۲ نان غا راق ( س )) = غا لاس (o+‏ - ما ؤس )م 
ن ن 7 
+ غا 


© هه ۷ m=‏ ق (۲) ۱-۰ عم 2۳ ۷ 
* لیکنق, و تط: رج )ايت 7 7 ا س و مز 


۳5 


۳ عند بأ س» صفر 





ق (س) سا 


)04 ارسم ق في المستوى الاتليد ى 

۰ () هل يكون ق مستمرا عند الصفر ؟ برهن تولك 
الحل/ قبلان نبدا یحل‌هذا اكتمرین لتعرف ‏ پاس۲" 
ا س اذا كان س ې صفر 
د اله رج الآنانى ١‏ صفر 

:4ات 


التطبيقات العد دية المحد بة والمتعرة 

يقال لتطبيق عد د ى انه مقغر ( في فترة با ) اذا کان واقعا فوق مماسائه وبحسسد ب 
اذا کان وائعا تحتہا 
وتسی الئلطة الٹي یلتتي بہا التتمر 
بالتحد به او التحد ب بالتقمر بنقطة 
الاعقلاب 
ولمعرنة المناطق التي يكون فيم ا 
تحنی التطبیق مقعرا او محد با. 
تجيبنا النظرية الثالبة ٠‏ 
نظرية 

لیکن ق و تط (ك) ولتكن ]ا ب [ داد 

في 1 ۰ ب[ فعند كل ۱ 
1 ق محداب في ۱۳ بب چاق [ )اد مغر لاس 1]3 6 ب[ 
٢‏ ق متعمرا في ۱ء ہس 7ک ق (س)طرے لاس و ]اء ب[ 
و اناکان ح3ج]ء ب[ و( حد و ق(ح)) نقطة انقلاب فان 

ق ( ح) » صفر اوق غیرقابل للاشتقاق في سے 

لیکن ق ه ق تطییقا فابلا للاشتقاق في ] أ ه ب [والتي تحتویعلی ح وان 

ق («ح) = صنر فعند کذ 

١‏ آذا کاتت ق ( ح) 

۲ اذا کانت و" ( -) 





وان ق تابل للادتناق 


< صفر فان ق (-ح) ھي اعظر .قینة الی ق 
> صفرفان ق ( ح) هي اصغر قيمة الى ق 


ابئشلسة 





في الامثلة التالية جد مناطق التحد ب :والتقعر ونقاط الانقلاتب ا نيجدات + 
)١‏ ق (س) = ٢س٣‏ س٤‏ ٦س‏ ۔ 4 

ق (س) - 1س٢-‏ ٤س٢‏ ٦اس‏ 

قاس ) ۰ س - امن - ۱۲ 

* س ۱۲( سا اس + )1 

(wm = 


وبما ان ق (سا د صفر لاس وج | 3 


کہ REED O‏ 
کاو ہے 


)١ (5‏ - صفر ولكن ( 7-1 ) ليست تقطة الغلاب لان الشحني 
بحد ب قبليا ويمد هما 


یکنی: ج /[:] سے ح بحیث ق(س) - س + ل 


ى( )= -٦‏ ا رس ا 
س٢‏ س٢‏ 
5 ۰ ۰ 
3ئ مہ اکا ار == == 


س؟ حرف ہر 


ق مقعر ۷س > صفر ‏ وبحد بلاس اط صفر 
وبا ان ( ۰۰ ق ( (١‏ )ق 

۳ لیکن ق(س ) ه ٤س۲‏ ابره + 1۰س ۸4 ۲ ضف | 5 
ق (س)۱۲۰۰س۲ - ۱س) +۷ 


گی(س) ح٠٢٢‏ س۔ ٦س٣‏ اشارة اس ]۰۰ ۰۰| 
5 ۰س( سا ) اشا سە |r‏ + ++ +| 
ناس( الاس) ( 5+ سا) امارة و(س)_ وا وخ 

5 
ی مجد ]۰۰۱2۰ اس س‌وح ۰۰ س > ۲] 
EA‏ ۰۰ لاس : س و 6 ء اس د< ۲2 ] 


اشسارة آسو++|+++| | س س 










OE TOs 
r 
0 ؟) ليكن ق : :2 ۲۱۱ هم بحیث ق(س) * سح‎ 






س سا 
کی ا ا ا ی E RH‏ 
(A‏ 3 
)ہی ))١/‏ 
ق‌محد ب ۷ س ۲۲ اتارتالبسط 7578 مس 
ومقعر ا۷س ظ 5 اشارژ(صس ۳ و یا مج بح 
وبما ان ٢٢‏ و التطلق ایبارة ق (سش) ۰ ے_ اچ +++ 


2 لاتيجد نقطة انقلاب 
ه) جد اعظم راوطا قيمة محلية للتطبيق ق (س) ت + ۷ 
ق ( س ) ه )س۳ ا 1اس 

(س ) ۰" یپ 
هدیا و )فان کس ( ارت ۲( + ۱۱ حور 


سل تا وس ہ؟ ۾ س = کا 


نے 11ے 


ق ( صفر) » 1١١‏ < صفر اق( ۰) اعظم قيمة محلية 
ق ( ۲) ۰ ۲۲ > صفر ۰ ق ( 5 ) اصغر قيمة محلية 
. ق(-۲) ۰ ۲۲ >هفر ۰ ق ۱ -۲) اصغر تيمة محلية 


نارپ ن 


جد المناطق التي يكون فيبا كل من التطبيقات ( من تمرين ۱ الی ۱۸) متزایسدا 
اومثناقصا ثم جد اعظم قيمة محلية اواصغر قيمة محلية للتطبيق ان وجدت ٠‏ 
A E‏ 
8 ل میا ( سس ۶0۱ 
٣ای‏ (ئاء (س+ ۲۱ 
6 ق (س) د س (سے ۲) 
٥ا‏ ق (سا = کے س ج ۲ 
ي 
کو( رج ل س ےا 
ب0۷ 
من 
می ہک رہ و 
۸) ص ( س- ؟) بأ س ١‏ س ے صر 
٩‏ ص کی سے 


۷ ص ۰ 





ف ن و سآ A‏ 


۵۱۰۰ 
1 صد س( سے 0( سے )٢‏ 


اس( 
س ۲ + ۳ 





۲۳ س“ سيا اس تن دشن ۵ س ۱ 








س ا 
و ی بر 3 
سا 
٦‏ 
6) مه : ۲ ۲ ور 
OTE‏ جک رت 1 
1ص « ۹ 
پاش؟ + ۸ 
ا 780 "و راس دح | [۰1-؟] 
١ î ۲‏ 
س٢5‏ ہے 


ک1 


۸ ص « ۳ ریہ وی 


تي الاسئلة ۱ من تعرین ۱٩‏ الی ۲۲ ) جد اعظ, واوطآ تيمة لكل تطبيق ني الفسترة 
المبيئة ازا" كل نبا اما اذا لم تذكر الفتزة فجد ها ضمن اكبر منطلق له + 
۳۶ 7 "<< 
۱+ س٣٢‏ 


۰ ق (س) ۰ 7 ١‏ 
0 ۱ 1:۳ 
۲ ق(س) ٭ ٢س٢‏ + آس۲ -۱۲س + ۱ 

]*۰ ۱-( ()ني‎ 
0 ۶ OD 


في الاسكلة ( من ثيرين ۲۳ الی ۲۸) جد الفترات الني یکون فیبا التطبیسسسق 
محد با او بقعرا * 

5 ق (س) = س۱-۲س۲ + ۱۲س+‎ )٣ 

6 ق (س) ۰ (س+ ۲0۱ 


۶ ق (س) * . 
س + ۲ 


۲ ق (س) اس ص٣‏ 
I +‏ 


EIT ETE نا‎ OT 


۸) ق(س) »« ۳ س + ۲ 





6 س چ ك 





تطبيقات على اعظم تيمةرا وطأ قيمة محلية 
كتير من الاسثلة تحل یب اعظم تیمقواوطاً قمة محلية للتطبیق وطريقة الحل تلخصها 





كما يلي ۰ 

)١‏ كون التطبيق المراد ايجاد أعظ . أوأوطأ قيْبة محلية لهعلىان يكون في متغير 
واه ۰ 

؟) اذا لم يكن التطبيق في متغير واحد نا ستخدم شریط السالة لتحوله الی تطبیسسق 
في متغير واحد. * 


؟) اشتق التطبيق بالنسبة لمتخبرةالستفل ثم جد اعظم قيمة محلية اواصغر نفبسلة 
محلية كما مر سابقا ٠‏ 


NS 


ال ةة سارل 


)١‏ اثبتاصحقة الفتراجخة س+ ‏ مک ۲ لاس > صفر 
س 
الحل) ليكنق : ح++ ھی بیت و( دس لے 
١ ۳‏ س 
ق اس ) ۰ اب 





س٢‏ 
لکنی (س) ۔ صر کے ساح ل لم .حت سانا لاما 





س٢‏ 
حح سه ١١+‏ 
وما ان 1 2 ع ++ e‏ س» ١‏ 
ES‏ ّرس ) > صفر , ياس » صف 
س٢‏ 


7۳ص9 ۔ مس 


۰ ی (۱۱) - ۲ اصفر قيمة محلية للتطبيق 
۰۰ س + مت ک5 
ص 
٢‏ مثلث طول فاعددته 3 سم وارتفاعه ب سم ٠‏ رسم د اخله مستطيل راسان متجاوران من 
رواوسه يقعان على الناعدة 2٠‏ ' 


جد اكب مساحة لهذ الستطیل ۰ 
حث هاول وه حد المتشايبان 





ونی ہما 
ساد ھن 
اعمال ه ك 
با بصن 
جا سسس 5 
ات 
: صا 
سس ا SR‏ 


هس ے الطول بر العرضن ے ساص ۔۔۔ د 
نا دو من (ں) في ری ی :۔ 

ے ٣تسا‏ وی 7 
مس ے ہي ين من عاش ارت من سه 
فہع 3 ہے یت فہ (رص) ے ل رنص_-من) 


و رص ) ےج صف مان سل رن ص) پد صر 


ود رصم اج عد حدم , ۷ص د ] تر 
امساحة این ما بن تسا ص لد 
< تب ۰ 


مثال ۳) يراد صنععلبة اسطوانية مفتوحة سعتہا ( ح ) سم ٣‏ من معدن رتيق برهن ' 
انه يجبان یکون نق» ع لکي يکي لصنعها اتل كمية سکنة من‌المعدن ۰ 
الحل) 
تق اطع 
مت 
نق ۲ ط 
مس= المساحةالجانبية + مساحتالتاعدة ` 
" اتق‌ط ع + ثق۲ ط 
مس» الق طءا بش + لق اط 
لق ۲ ط 
کر تفت + تقاط 
نق 





ص کا + انیا 
نق 5 


A 
5 = ند با کن » صفر فان تق‎ 


3 : ۱ 
REA‏ مس زاك )ل خط جص > مز 
کت ay‏ 


۰ للمساحة اوطا ثیمة محبلية مند ی ب 
۰ ۳ 
“ع سك هه بالك تق 
ثق ٢‏ ط ؟ ۲ 35 
اط 


مثال )٤‏ آ پاحاد مستطیل راسین متجاورین من روٴوسە یقعان علی پیا نا لتطہیسق 
ق (س) > له س؟ والراسان الاخران یقعان علی الستتم ص+ > صفر ٠‏ 
جد ابر مساحة معکتة لها الستطیل ٠‏ 


سے ۲۱6 = 


(rir ) ۸۰ لکن 1( س‎ 
CTS] 





٭٭ طول ود چٹ تراجت 

وما ان التطبیق ق متناظ رمع 2 
کر :4 

+ طول ند : الستكيل- اع ٹس 

وبما ان‌احد آئي د هي ( س با ) ٦27م‏ مناجڑھ 


لانہا تقع علی المستقممص + ۰ ۰ 
م طول آد٭ |۸ -س٢‏ -(-س)| - 
|15 حاس؟] ۲ من 
++ مس هت ٢س(‏ ١1۔س٢)‏ 4 اسن سے ٢س٣‏ 
OS a ۰‏ 
عند با مش" صثر فان‌س * ؟ وشيا س = ۲ 
مس اش 
من( )ات ۱ ]بح صفر 
المتطبيق اعظر ثيمة محلية 
عند س= ۲ 
7۳ 1ت وير 5 د 115 رحدة مربعة ١ ٠‏ 
مثال 6) جد ابعاد اثبر ستطیل بسن مضه د اخل نصف ترة نصف تحرها ۷ سم بحیث 
ان راسین متجاورین من روٴوسە یقعان علیں تطرھا' _ 
الحل) کا 
نفرس طول فاعد 2 المستطیل « اس سم 9 
نفری‌ارتتا ع الستطیل * ص سم 
۰ ساحته * اص 
لذن س؟ + اص؟ - 4٩‏ ۰۰۰( فیثافورس) 
و ی 
۰ یس = اس ١٤۷)‏ ساسا 
“ق Na‏ تس ےج بحوبث ق ( س) - ۲س ْ۹ سس 
EET (EI‏ 
۸ن میا 





2-005 





TAL 
OT ST ET GU a GE 
س و ص‎ 
ركش‎ ٩ ۰ 
هس نت نال‎ 
مجح یہ‎ 
- ٢۱۵ ے‎ ۷ 


+ طول لاس۱۳2 ۷۔7 


سم 
۰ ارتفاع 5 | اکا E a‏ 4 00 2 
۲ ۲ ۲ 


ييمكن اختبار ان للتطبيق ق اعظم نيمة محلية ای اعظم مساحةعند ‏ كمسا 
1 
مر بالامئلة السابقة ٠‏ 


مثال 1) نافذة على شكل مستطيل بعلوه مثلث متساوى الساقين ارتفاءه ل 


Tt 
طول تاعد ته ناذا كان محيط النانذة = ۲ مثرا جد مساحته بحيث تسبح ہسری'ر‎ 
٠ اكبر كبية ميكنة منالضر؟‎ 
1 
لحل) ۷ کی‎ 
نفرض طول القاعد 2 = ) اس متر‎ 
إن‎ ۰ 
۲ ٤× ارتفاع المثلثه‎ ** 
فا صن‎ ED 94 
ھ یں نکر‎ > 


وتطہیق نظریة نیٹاغوٹی نجد طول 

الوتر أب » أنى م ۳ س متر 

تفرض ارتفا ع المستطیل " ص متر 

۰ البحیط ه ١١س‏ +٭ ١اس‏ + ۲ص+ )۲س 

٦ھ‏ ۶ھ س + آص 

۲۰ س + ص 

ص هت اے ٥‏ ۲س 

3 مس ٢٣س‏ ص + با( ) ۲س) ( ه س) 

= ۱۰س۲ + ۱۰س۲ 

ا وا کپ 6 س۲ 

2٤‏ ق: E‏ ۰ رام [سه ج بحیث ق(س) ۰ )اس 
je‏ 


ی( س) ۰ ۱ ۱۰۸۰ س :1 ۲ 
عندا ىٗ (س) × صفر نانس ا سس سم 


٣ ۱۰۸۰‏ 
r‏ 
ق(س) هس ب ۱۰۸۰ در صقر 
2 114 للا ) باصي 
6 
5 3 یں کے ۲ 
ا کر سو اوت ہہ یں 


2 


E)‏ ہت اک 9ہ ا1ے سے ھپ 
1 9 1 ۲ 
المساحة التي تسمح بمرور اكب ركبية منکئےة منالضو* ۰ 
مثال ۷) قطعة سلك تصلح لتکون داثرة نصف قطرها ۱۲ سم تطعت‌الی تطعتبن بحيث 
حولت کل قطفة الی د اثرة ٠‏ جد طولكل قطعةعندما تکون مجبوع مساحستي 
الد اثرتین اتل ماینکن ۰ 
الحل) ۔ 
طول القطعة - محيط الدائرة = اتق ط < ۲ * ۱۲ط ۰ ]۲ ط سم 
نفرض تصف قطر الد اثرةالاولی * س 
۰ محیط الاولی = اس طہ 
تفرض نصف قطر الد ائرة الثائية « ص 
۰ محیط الثانية = ١سط‏ 
لکن محیط الد اثرة الاولى + بحيط الدائرة الثانية ه طول السلك 
اس‌ط + اص‌ط ۰ ٢٢‏ ط وبقسمة الطرنین علی ۲ ط پنتع 
س + ص- 1١5‏ 
ص« ۱۲س 
ليكنق (سن) - مساحةالد ائرة الاولى + مساحةالدائرةالثانية 
ای ق (ص) سا ط + ( )اط 
و( ص) ‏ بط + ۱۳(۲-ص) ظط ر(ھ١)‏ 
» ٢س‏ ط ٢٢ط‏ + ٢سط‏ 
دس ظط اط 
عند اأ (من) - فان اس ط کے ۲ط سه 
٠‏ س © 8 سم + نصف قطرالاوای 
۰ ص ۰ ۰۱۱۲ 1 سم نصف قطر الثانية 
٠“:‏ طول‌القطعة الاولی < ۱۲ ط مم وطول القطمة الثانية - ۱۲ط سم‌ایضا 
مثال ۸ ) 
كرة نيف قطرها .2 سم مرضوعة د اخل مخروط د اعزى فام نحيث تمس قاعد تله 
وسطحه الجانبي ۰ احسب ارتفا غ المخر وط عند ما یکون حجبه اصنر مایکن * 


۲۰۱۱۷۱ حد 


الحل) 
نفرضس» لصف ثطر قاعد ة المخروط 
وارتفاعه ٭× ص+ ۸ 
من تشابه المثلثين التائيين آب د واد طٴ 
تحصل على 
ین ض ۰ ۸ 


۸ مس[ E‏ 
:م 11٤‏ ”ص+ھ)'ں ٤٦(ص+ھ۸)‏ > 
.س 
ص٢ ٦٦‏ سے ۸ 
حجم البخروط = ل ساحة القاعد ة × الارضاع 
۳ 
(طس؟) ( ص+ ۸) عوط رساو" 
9 5 027 











٣ط‏ (س*+ 1" 


ای ق ۰ ۰ ۸ بحیث ق(ص) ٭ 
: أضوض > 1۸ ببه ح ق کچ کے 


۰ ق(ص) ۰ ۱6ط (ص* ۸ (صخد کل 
A DY‏ 
کت ناک اری) اد فاد مه ۲6 
وبايجاد ي( )۲٢١‏ !انبا 'موجبة 
٠٠‏ للتطبيق أصغر تيمة محلية علد صس٭ ٢٢‏ 
> الارتفاع اص ۸2× ٣٣م‏ 
٠‏ نصف قطر تاعدة المخروط - ۸ ۲۷ سم 
مثال )٩‏ اسطوانة د اثرية تا ئعة موضوعة د اخل‌کرة نصف قطر قاعد. تها “ نق احضب 
ارتفاعها عند ما یکون حجبها اکبر مایمن ` 
الحل) 
تفرض نصف قطر قاعد ۶ | لاسطوانة 
= س‌وارتفاعها ( ۲ع ) 
حجرالا سطبانة » ؟ ط سیاع 
جح × اس٤‏ اطع (0) 
ق٣‏ “ ع" + س٢‏ ۰۰+(۲)(فیٹاغیرس ) 
۰ س - أنق 1 جاع؟ 
وبالتعهض ني المعاد لة ( 1) عن قيمة س؟ پنتج + 





۲۱۸ 


0 


(f 
(r 


(f 


(a 
(1 


(٢۷ 
1 


ع ع ۲ط ( نق۲ سع۲) ع = ۲ ط لق۲ ع سب ۲ طع ۲ 

ای ق ۰ ]۰+ لق[ سے ح بحیشق (ع ) = ۲ط نق۲ع - اطع ۲ 
7 

6(ع) - انقط -طع۲ وندما ق( ع ) = صفر 

تان 1ط ۰۲ اط نق۲ 

۲ ط لق ۲ 1 


تست ثق ۲ 
٦ط‏ ۳ 


ARES 
ع سس‎ 


ع١‏ ۔ 


وبايجاد ور نق) نرى انها سالبة 


با“ 
1 
٠‏ تيجد اعظم قيبة محلية للتطبيق عند ع × ہے تق 
TF‏ 
الق 


اع - 
9 








الفرق بين ص دين »1 ٠‏ جد هذین الحد دین بحیث یکون حاصل ضربیا اقسل 
ايكن ٠‏ 

جد العد د الموجب الذی یختلف عن مربعه پاکبر مقه ار سکن 

کرة نصف تطرها 6 ۲۷" سم موضوة د اخل مخروط دائری ائم ۰۰ جد ایساد 
ذلك ال سخروط بحیث یکون حجمه افل مايمكن ٠‏ 

يراد صنع خزان نائلة نفط على یز نع ی نو سطع تمتوق والاخر 
عو 6ر زان 





الخزان لكي تقي رن ا ان ۰ 

برهن ان اصغر معنين ييكن رسيه خارج دائرة نصف قطرها نق هو مرسع * 

جد ايعاد اكبر مخروط د اثرى تائم ييكن صئعه د اخل نصف كرة نصف قطرها أ والذى 
راسه يقع على مرکز الکرة ٠‏ 

مخروط مجموع نصف قطر اعد ته وارتفاعه 11 سم جد اعظم حجم لہذاا المخروط ۰ 
مستطیل مساخته * ۲سم ۲ جد اقل بحيط ميكن له ٠‏ 

ستطیل مساخته ۲۰سم ۲ جد ابعاد ہ ہحیث يكون تطره اصغر مايمكن ٠‏ 


۰ با هو ابعاد اسطوانة د اثرية فا ئمة شتوحسة من‌احد ی تبایتیپا ذات ابر ساحسة 


مرضوة داخل كرة نصف قطرها قم 


1٠۸ طابوقة طولها ضعف عرضِبا فاذا كانت مساحتها الكلية‎ )١١ 


جد اعظ حجم لهذه الطابوقة ٠‏ 
ل ۱۹ ہے 


)١‏ جد احد اثيات تقطة 2 المنحنى س ص4 ب 1١1‏ » صفز والتي تكون اقرب مايئكن 
لنقطة الاصل + 

0۳( ب ك وترللنحتي ص۲ س ؟ اس یوازی السحور الثاتي ٠‏ ج نقطة ثابتة هي 
([ ه ه »* ) جد اعظر مسائحة للمثلث ج بدك ٠‏ علبا أ نالوتر بالا يقح سسسین 
نقطة الاصل ونقطة سس ۰ 

14( برهن ان‌الستتيم باص + سے 55 ه صفر يم سالدائرة ( س+ 0+ ا 
واذا رسم داخل الثلث ( المحدد باليستقيم الساس والسحورین ) «ستطيل بحیث 
آن راسا من رو وسه نقطة ا لاصل ٠‏ فجد اعظلم مساحة لهذا المستطيل ثم جد مساحة 
المتلت العحد د بالبستقيم الساس والمود غلیه من تقطة التماس ویحور السینات ۰ 

٥‏ آب قطرا لد اثرة ی د وتز ما فیها// آب برهن ان اکبر محیط للشکل الرباعسي 
آپ حد ٭ خسامثال نصف قطر الدائرة « 

0"( مجموع: رتر وضلع تائم لمثلثك تال الزاية * سم برهن انللشلث ابر مساحة 
عند ما تكونالزاوية الحادة - ٩۰‏ 

۷ حجم مخروط ۲۰م ۲ ۰۰ جد نصف قطر التاعد ةعندما یکین سطح الخسروظ 
اصغر ماييكن ٠‏ 

۸ محیط مثلث ہ ۹ سم واحد اضلاعه ضعف الاخر جد طول اقصر ضلم: حين تكسون 
لاعثلث ائلمساحة سکئےۓ ٭ 

)١1‏ يراد صتععلبةا سطوائيّة مفتوحها سعتها. ٠٠١٠١‏ ط سم ۳ من معدان رتيق + جد 
ابعاد الاسطوانة کي يكتي لصنمبا اقل کمية ممكنة من‌المعدان ۰ 

۰ ٹي الساعة التاسمة صباحا کانت الباخرة ب تبحد 15 میلا شرقا لسفينة [ ناذا 
ایحرت السفيتة ب غربا بسرعة ١١‏ ميل / ساعة +ا جنوبا بسرعة :۱ صل/ ساعسة 
متی يكونالبمد بينهيا اقصر مايمكن. ؟5 واحسب هذا البعد عندفذ .۰ 

۱۱ اسطوانة د اثرية تاكبة ببضوعة داخل مخروط داثرى قائم ارغاعہ ٠١‏ سم ونصف نطر 
قاع ته ۸ سم بحیت احد ی فاعد تیا علی قاعد 2 المخروط احسب ارتخاعها عندامتا 
یکون حجبها اكبر مايئكن ٠‏ 

1 سلك طوله ل قسم الى جزئين ٠‏ ثم تني احد الجزئین غلی‌شکل مریم وثني الاخرعلن 
شكل مثلث متساوى | لاضلاع ٭ جد طول کل‌بن جزآی السلك عند ما يكون مجسسوه 
مساحتي المریع والعثلث اضف رعاینکن ٠‏ ع 

۳ اتبت‌ان نصف قطر تاعد ة اتبر | سطوائق ائرية قائنة يمكن رسمها داخل مخسسزوط 
دائرى تائم نصف قطر تاعد ته > نقّ ياوف بع فم 

)١ ٤‏ وا" ثابت الحجم على شكل اسطرانة دائرية قائمة وتكاليف الناد ةالصتوع نبا 
الغحلاء » ثلتي الباد ة المصتوع منما باقي الوعا*؛ ٠‏ فاذا كانت التكاليف ‏ اقل مایعکن 
اثبت ان ثلاثة اثال‌ارتفاغ الجها' - خمسة امثال نصف قطر تاعد ته * 


ا 


(ro‏ متشور ثلاي تام قاعد تہ × وژریت ریظن وحجيه ۲ قد با کعبا اوجد ابعساده 
لتکون مساحة اوجبه الخسة اقل باینکن ۰ 

٦‏ یراد عمل خزان يسع ۲۰ ط ندم ۲ علی هيگة اسطوانة د ائرية تائية فاذ! كانت 
تكاليف صتع التاعدة 5 د نانیر لكل قدم مريع ٠‏ وتتاليف صنع السطح الجائبي د يتاران 
لکل قدم مریع ٭ وتكاليف صئح الخطا" د ينار واحد لكل قدم بربع ٠‏ جد ايعاد 
اوفر خزان يمكن علسه + 4 : 

۷ خزان للبا* الساخن تاعد ته افقية علی شکل اسطوانة د اثرية قائة تلو نتصسفا 
كرة بحي ثكانت المساحة الكليةٌ للخزان ثابتة وتساوى ۲۰ طا" ۰ اثبتانه اذا كان 
حجم الخزان اكبر ماييكن نان نصف قطر قاعد ة الاسطیائة یساوی ارتفاعہا ۰ 

۸) خیمة سخروطیة الشکل حجعہا تابت ح ٭ اثبتان ارغاعبا × ۲۷ ثق حیسث 
ثق تصف قطر تاعد تا ۰ وان مساحقالت‌اش المصتوع منه الخبعة اتل‌مایمکن * ۳ 

5 آب‌<د ستطیل فیه اب » تلام ماسح » 1۳ قدم ولفطة « ی 
فاذا کان ( ۲ ه)۲ + ( هد" آمغرباییکن ۰ اثبت ان ه منتصف باح 

۰ اثبت انا لشلث الشنا وی الساقین المزسم خارج داكرة والذی تون مساحته اصغر 
مایمکن هو متساوی الاضلاع ۰ 

۱ خط مستتیم يمر بالنقطة ( ۲ ۲ ) متطع المحورین ني النقطتون | وب علسسی 
الترتيب جد اضغر مساحة مبکنة للثلث المحصور بين‌المستتيم اب ولقطة الاصل ۰ 

5 ؟) اتبت ان‌المستطیل الذي ساحته اكبر مايمكن وحیطه معلم هوریع ۰ 

(rr‏ آلمستتم اب محصور بین الستقيم ص « آس والنحتي ص = با س] وامتسسد اد 
آب عمودی علی محور السیتات ۰ جد اكبر طول سکن للمستقیم آپ ٠‏ 

)٤‏ مثلث فائم الزاية محلم وتره ۰ يد بر حول احد ضلمیه القائیین فیصنع مخسروط 
دائری ٹاٹم » احسب حجم اکبر مخروط ۰ 

۰ جد النقاط على المنحني «س؟ ‏ ٦سص+‏ ٥ص٢‏ -) والتي تكون اقرب مايمكسن 
من نقطة الامل ٠‏ 

)٦‏ المتلت‌آبت فیه آب ۰" | راسه آ في نقطة | لاصل بان بح // سببرالسینسات 
بانالنتطتہن بے حہ على المتحتى ۲ اص* ۲۲ -س۲ + احسب مساحته عند سا 
يكون اكبر مايكن ٠‏ 


ا 


التشیل الهيكارتي للشحنبات 





ملاخظات / لري المخطط الد يكارتي يكن اتبا ع الملاحظات التالية ٠‏ 

١‏ نجد نقاط التناطع مع الحورین ٭ 

؟ نجد التناظر مع المحورين : لقد سبق ان بحثنا ضوع التناظنٌ مع نقطةا لاصل 
ومع اللحورالثائي. في فصل التطبيقات العددية ٠‏ ' 
اما بالنسبة للتناظر مع المحور الاول فين تعريفه كما يلي #٠‏ 

اذا كانس ء ق (ص) نانق ( ناص) = ق (صس) اس 

أو ۷( ب ) ( اذا كانت ( 1غ ب ) 5 الحتي فان ۰۱س) 3 الشحتی 

؟# جد اكب رمنطلق واكبر مدى للتطبيق ٠‏ وند سبق تطرقنا الى ايجاد اكبر ينطلق 
في نصل التطبیثات العد دية وبحثنا حدود التطبيق فبي تمثل اکبر ط ی له ٠‏ 


٤ے‏ الستیمات المعاذ یۓ ٠‏ 
مسمسےسصحہہھہعم 
ليس لكل المنحنيات مستفيمات محاذية ‏ وليست كل المحاذ يات يجب ان توازى احد 
المحورین ولکن ضمن الد راسة الاعد اد ية سنکتني بد را سة المستقیمات المحاذ ستة 
العمود ية او الافقيسة وللتطبیقات التي یبکن وضعبا بالصورة ص« [ + 





من + ل 
ا 
حیث‌کل بن آ » ب ۾ ح ۾ د اعداد حليقة ثابتة »س ج ل ل 


ج 


غان‌الستتي البحاذی الاققي حوص- | والستقم الساذی العمود ی س» سالك 


هسجد. الثفاظ الحرجة للتطبیق وین ثم القی العظی والصفری المحلية ۰ 
1 الفترات التي يكون فيها التطبيق متزايد او متناقص 

۲- تقعر التطبیق وتحد به ونقاط الانقلاب 

شال اجک ےی ٹہ 


ابا بدا 1۱ 





تاقش المتحنيات التالية ثم مثلها ديكارتيا 


)١‏ ق(س) - اس ب ات 
۳ 


۱ اکبر نطلق للتطبیق = ح لان التطبيق کثیر الحد ود ۱ 
واکبر مد یح ایشا لان التطبیق غير محد ود من الاعلى وير محد د م نالاسفل ٠‏ 


ج۹ت 


ليكدس» ٠‏ فانق (س) .» صفراى أنالمتحثي يحر بنقطة الاصل * 
عند ما ق(س ) = ٭ تان ا م 


ای ی( ۰ 
۳ 


TVR A 
نفاط التقاطع بح المحور‎ ES (: ).ہ+[۷۰٣(‎ 
* الاول‎ 

؟) ق(س) * اسب ملس بر 


ق(س س) « کی هن( 
۳ 


اق (عدمن) م وس مان ے ق (س) 
0 
۰« ق متناظر حول نقطة الاصل 
)٤‏ لاتوجد مستتیمات محاد ية عمود ية ولا افقيسة 
6 ق(س)= ۹ سا“( ٣‏ س) ( ۲+س) 


ق متزايد في ]-٣:٣ل3‏ 
ق متناتص‌نيح [-۰۳ ۳] 
ق( ۳) * ۱۸ اعظم‌قيمة محلية 
ق(-۳) ۰ -۱۸ اصفر « 


ْ(س) = اس 

ق محد ب ۷س > صنر 
ونقغر لاس عد ضفر 

١ (‏ م )٠‏ لقطة انقلاب 





تم ا 


(سں) ' دبا افر 





TT عم‎ 


AS N EI O 
٣ س‎ 
ابر طلق هو ح /[۰]۲ و ق غير محدد (برهن ذلك)‎ ۱ 
؟) ق فیز متتاظرمم ای من‌السنوزین او نقطة الاحل‎ 
؟) التقاطع مع المحورين‎ 
لیکن ق(س) » صفر عس س - ےر کا ) 3 ق‎ 
کڪ ق (س) - ے نے ر٢ )! 3 ق‎ ٠ وليكن سه‎ 
؟) البستتيبات المحاذية ؛ الت فرع‎ 
۸ +٣ = ق (س)‎ 
٣س‎ 
کے ۳ صوالیحاذی الانتي ه س ۰ ۲ البحاذی العمود ی‎ ٠ 


۹۲[| (من) - حم < مار ۷س دع‎ )٥ 
(سب؟‎ 


5 ق متناقص في ع //؟آ 
ماع او ا سای او عدر قيمة محلية 


1( (سا - کے دت 
ب يديج )سا مقعر محد ب 


ق محد با پا س < ۲ ومقعر کا نت و 


ال ۲) ق : ح سه ح بحیٹ . 





)سح 
۱ ق محد ود ۱ 
البرهان/ 


£ سس 
لبکن ص* تست 
٤‏ + سا 


اس + صس٦۔‏ )ا سس٢‏ 
E‏ اشا رق ناو لقي _ 
س مم 4 اس : 3 2 2 
1+ ص 






اشارا +ص) +« 


۲۲ مت 


شىق = ]1 »1 
؟) التقاطع مع البحيريسن 
لیکن و( د٠‏ وس = اااي 7( ۲(6 


نقطتا ثقاطع اليتحني مع البحير الأول 
۵( ۰ ۱ ۰۰ ( ۰ ۱۰) نفطة التقاطع نع السحورالثاني 





E EKE‏ جو سس = ق(س) 
£ + سا 
۰ «متنا ظر مع السحورا لثانسي 
6 المستقیمات الساذيسة 
۸A ۳‏ 
ق (س) = + 
ما 
مس ه لد 1 المحازى الاذتني 
ولایوجد محاث شا 
(GG ٥‏ ما ساسا( سا (GT‏ 
(4 + س 
ک1 
۲ 
۱ + س۲) ٰ 
۱ اا مک ای 
ق متزاید ۷ س ٍ صفر ۳ کی او 
مشاه یں > ار O‏ 





ق( *) > ١‏ اعظم قيمة محلية 


اشازة( ۷آس-۱) #+ ا 
0 ےری)۔ ٦‏ س؟ )٤‏ اس 
(4 + س۲)۲ ام ی 2 
ب CTT NIS‏ اشارةق(س) 
E‏ وس متسر محل ا و 
٢‏ +س٢)‏ 
کے شش ت ۲ 
ق محد با ۷ مد جس 
ق س:3] 5 یہ 11 


فر ا وت 


۵ 





مثال٤)‏ لیکن ق ۰ ج سے ح بحیث ق (س) × من ٤س٣‏ 
)١ (‏ نقاط التقاطع مح‌المحورین 
ق(س) » ۰ کک س؟ (س )) »ه ٠‏ دي ابا س ه صفر آوس» 1 
(٠٠‏ ٠ى٠)‏ و( 4 (١١‏ نقطتا تقاطع المنحني معالبحيرالاول 
عنديا س= ٠‏ فان ق( ٭) س ٭ اي ان المنحني یمر بنقطة الاصل ٠‏ 
( ۲) المنحني غير متناظر 
(۱ ۲) لاتوجد مستفیمات محاذ ية عمود ية او اذتي 2 
(4) ق ( س) = ٤س۲‏ ۱۲س۲ ٣‏ عنر 






٭ ٤س٦(‏ س۔٢)‏ اشارةاس؟ ++ 
ومراید اس ۳ ۰ اشارة(س-5) + 23 تچ 
ق متنا قص و س 2 اشارة ق (س) + SRE E‏ 


رس : س د ۳]/ آصنر ا متزاید متناتص متناتض 
ق(۳) * -2۷ اصغر قيمة محلية 
( ۰ ۰) نقطة حرجة رکزلار ٠-اع)‏ مر 
DIS‏ ا SAS‏ 
۲اس( سے ؟) 






ا سسس + +4 
اا را 
ق سحد ب‌في 1۲۰۰1 

ق مقعر في ح // CTe*3‏ مقر بحلاب مقمر 
لعو ءا ۲(۵ سا ۱ نقطثي انقلاب 


ہس 1٣ے"‏ 


(تا ق محل رل منالاسفل لان ق(س) > س۷٢‏ 





مثال٥)‏ 
لیکن ق ٤ج‏ 7 ]م۰ سے اج بحیث ق:(س) ,1 سس + د 
۱ 77 
اذا كان:|لنقطة ( ۳ ۵ ۱۲) نفطة حرجة نجد قيمة آ ه ب وناقن بیان‌التطبیق 
ومثله بيانيا 


٠.*(؟‏ 68 ۱۲) ننطة حرجة ۰۰ تحقق معاد لة بیان‌التطبیق ق 
ایي ( ۷۲ ۱ ۰۰ ۳ + تن ۰ 1۳ 
۳ 


۰ بت ۳۱ (Jess‏ 
ہما ان( ٣‏ ۱۲۶) نقطة حرجة و ق قابل للاشتتاق عند ۳ 
۰ ق ( ؟).» صثر 





1 
س٢‏ 
۰(6 گے 
1 
رن لا کے 
4 


4 اب صفر ۰۰۰۰ (۲) 
فیحل البعاد لتین (۱) و ( ۲) انیا تجد ]۰ ۲ و ب ه ۱۸ 
ا ی (س ) = این + ۱۸ 





س 
)١ (‏ التقاطع مع المحورين س < ٠٠ ٠‏ المنحلى لايقطع المحير الثائي عنديسا 
ق(س) - ضنرثان اس؟ + هاه ٠‏ 
ليس لبا حل ٠٠٠‏ لاتيجد نقاط تقاطع مع المحور الاول 
( ۲) المستقیمات المساذية السود ية وا لافتية 
س« صفر" محاذ شاقولي ۰ لایوجد محاذی انقي ولکن یوجد محاذی مائل هسو 


بت ۲۲۷ 


(؟) التناظر : ق متناظر مع نقطة ا لاصل 2 
لان ق ( ساس) م ساس د د( بس+ کے ا 
= ق (س) 


E‏ ا ات 


اس دم (e+) r‏ 
س؟ سا 
ق متتاقص في ۲-۲ ۰ 7۳ 1:17 
ق متزاید في ح ۰۲-7 ۲] 
ق(-۳) « س٣١«‏ اعظ تيمة محلية 


IY = (TDG‏ اوطا ثيمة محلية 
وی لت عه + 


٢س‎ 





ق مثعر لاس > صفراه 
.اق محد بالا س ‏ صثر 
لاتوجد نتاط انقلاب 





مثال 1) اذا كانت النقطة ( )١ س١ ١‏ نقطة حرجة لبيان التطبيق 

ق( س) ۲ ۶ پا ی ر س الك ویس 2 

اما النقطة ( ۱ ۷۰).فپي نقطة انقلاب‌علما ان ق قابل للاشتقاق عند ٠ ١‏ 

جد تم ۱ 00000 ۹ھ 
الحل) شک 

(۱) ( -۱ ه )٩-‏ تحتق مماد لقالتطبیق 

ی ۹ + پا ی + ن ت( ) 

(۲) ی (۱--۱) « صفر 


ای تی (س) = ٣١‏ اس؟ + اباس+ هه 


۲٢۸ -‏ سے 


)5(٠- ٠ ۳ب ۲ب + ند هت صفر‎ GEE 
یعاان ( ۱ء ۷) 9< ق في تحفق عاد لته‎ 
)۲ (0-2. ای 27 لعب + سجن‎ 
قّ(۱) - صنر‎ )۲( 

9(س) ۰ ۱آس + وس 

(۱) ۰ 11 + آپ « صفر 1(۰۰۰۰) سم 
وبحل البعاد لات ا لاريعة انیا تجد 1 
۰ ق(سن) س۲ + ٢س‏ + ۹سے ۱۱ 1 


ىق (س) 2 لانن + اس+ ۹ 





= -؟(س؟ -اص+ ۲ 
اهم" تفده جامس 

اشارة( س ۲) ++ 
757۳ ج۰/ [-۳۰۰۱] ا 
ق متزاید ف ]س1 »+ 3٣‏ 
اعظم قيمة محلية - ق( 5) - ۱3 سیت 
اوطا قيمة نشلية د-3( 0.> ناآ 


2 
ق(س) « ماس+ 1ه 5( الاس) لل الجويه 
لے سس 


متزاید ' متنا قص 


1( 1 س)محدب متعر 
ق محد ب ۷ س بے ) 
ومقعر ليا س لح 1 
نقطة الاتقلاب ( ٠ ١‏ صفر): 





)١‏ ارس مخططا دیکارتیا للنحنی ص« ق. (س) من‌المعلومات التالية «ب 
ق( - صفرت ق(س) د صفر ۷ س <۱ » ق(س) > صلر ۷س>۱. 
( ۲) ارس مخططا دیکارتیا للشحنی ص» ق (س) ومن المعلوبات التالیسسسسة 


ہے ۱ 


ق(١)‏ » صفرء ق(س) ل صفر اس !| ء قٌ(س)» صفر بي س ۱ 
من تین( ٣‏ الی ۸) ارسم المخطط الد یکارتي للتطبیق موٴشرا على اعظم تیسسة 
محلية راصخر قيمة محلية ونقطة الانقلاب ان وجد ت ٠‏ 

)٣‏ ص 1 ٢٣‏ س۔۔ س؟ 

6 ص» اس٣‏ ا اس + ٣٣‏ (2) ص ۱۲ہ ۲اس + س٣‏ 

1 ص» س) - ۲۲س + 4۸ (۷) ص س؟ ل ٣س٢‏ + ؟ 

ا کل رس ا دو ورای 

1 


٩‏ ارس مخططا دیکارنیا لتطبيق مشت ر ق (س) 
وبن الخيا ص التاليسة ٠‏ 


IS‏ 6( * 3( -۲) - صفر 
و( ۰ ۱ ق(س) دامر ۷ای د:31 
ق( ۲) « صفر ق( س) ح اصفز لا س د صفر 


(س) > طفر ۷ س‌وح/[-۲» ؟ا 6(س)4 صفر پاس> صفر 
۰ ارس مخططا د یکارتیا لتطبیق ستمرص* ق(س) 
وااذی فیه ق (س) > صفر . ۷ س < ۲ ق(س) ا صفر ۷ سم ۲ 
آ) اذا ق (س) مستمرعند س- ۲ 
ب اا ی )کے الس کے ۳۲ 
و کی طرن 0 ك2 > 
ج) اذاق (س) ۰ ۱ ۷ يس < ۲ وق(س) *-۱ . ۷ س 4 1 


۱ ارسم المخطط آلديكارتي للتطبيق ومن الشروط الثالية :2ت 
)١‏ ق مستمر لجع ٹیم س 
٢‏ قا( ٢٢٠ء١‏ 
ی (س ) جا سر اس ارت EREN‏ لا سے س٣‏ 
؟) ق (س) > صفر ×۷ س ت٣‏ 


۲ لکل منالتطبيقات التالية جه ( ان امكن ) 
)١‏ مناطق التزايد والتناتص 
)٢‏ اعظم واصضر قيمة محلیا 
۰ ۲ التقاط الحرجة . 
؟) مناطق التحد ب والتفعر 
۶ تقاط الانقلاب 
۲ التناظر 


۰ 


قم مثل كلا منها ديكارتيا بعد تحد ید اکبرمنطلق 


(1. 


۲ 
۸ا‎ 
(1 
۰ 
۱ 
(EY 
۱۳ 
(1t 


۰ 


(0٦ 
UY 
(0۸ 
(0۹ 


ق(س) ٭ س٣‏ ۲۷ س+ 4 

ی(زس) ۔ س۲۳+ ٣س٢‏ + 1س٤‏ 

ق(س) س٤‏ + اس٣‏ 

ق(س ) - س٤‏ س ٤س٣‏ اس۲ + ۲اس ۸ 
IS CG‏ 


ق(س) ےآ 

سا + ۱ 
ق(س ) »اس .عملاس+ ؟ 
ق(س) ×س٢‏ ساس + )سے ۱ 
ق(س) ×× س٢‏ + ٣س‏ سے آمب م 
ق(س) س٣‏ سس + سے ۱ 
ور ENE‏ 
ق (س) “= سے ہے ٣س٢‏ + ٣س٢‏ 
ق(س) س) + ی 


ق (س) ٥‏ سے +٣‏ س 
۰ س+ 


2 
ق(س) = ۵س٣‏ ےت س٣‏ 


A= (NS 
ق(س) = سا مز م + س‎ 
ق (س) - سا با ۲ سرس1‎ 


ق (س) »س + 11 





قاس = س + ت 
سںں۔ . 
0 0 
سس 


ہے وت 


الفصل الساد س 
التتاسل Integration‏ 
> رڈ موی مات ہے 
ا تطبیق غروض او تحیین 2 ۶ھ 
ني الحساب التفاضلي ٭ 
واما المنالة المعاكسة وفي تعيين تطبيق بد"! من مشتقة أومن له تمت ر 
المہمة الرئيسية الاولى للحساب التناملي ٠‏ 
لیکن ص ق(س) لتطبیق مجهول ص + او تفاضل هذا التطبیق 
دصه (س) د س 
ولنسي التطبيق ع ( س) الڈی شتته ق (س) او تفاضله ق (س) د س تطبیتا 
اصلیا د ق(س) ۰فاذاکان علی سبیل‌المتال ق (من:) :۰ ى٢‏ فغندائڈ ایکون 
۲ سح ات کے می و اک لل ايد ( له روت 
۳ 5 
ا (كس؟ )اه 
5 


فرش اننا نا منالیصول الیتطبیق اصلي, ع (س) لتطبیق بفرض‌ی(س) ۰ 
ای تیا منالیصول الن ع (سي ) یسقق العلات .ینیم الی) :ی (س) فحیتب 
او یساوی المنر» نان (ع (س) :+ . ح - 

OEE E E 

وهذا يعثي ان م (ش) ليس وحد» تطبيقا اصليا بل اناغ 03 + ح هوكذ لك 
تطبیق اصلي ٩‏ ق (س) ۰ناذا استطعنا ادن الرصیل الی تطبیق اصاي شارنو: 
ما فاتنا تکون في الوفت نفسه حصانا على مجميعة غير منثبية الحلول | لاخر ى التي لاتختلف 
عن ا لحل المد کور ألا بثایت اضافي ۰ وسنبرهن فیبا يلي على انهذ» المجمقة من الحلسول 
تمشل جميع حلول المسالة المطريحة ٠‏ 

ای اذا کان ع (س) تطبیتا اصليا لتطبيق مفرض ق(س) فعند ئذ تكو نالعبسارة 
العامة للتطبيق الاصلي' منالشكل ع ( س) + سح بفرضان سد ثاب تكيني ٠‏ 

را ا پا (E‏ تطبيقا كينيا مشتفه ق (س) 


ای ع" (س ) < ى (س) كذالك وبطرح هذه المعاد لة من‌السايقة نجد أن + 






7 
6( ماع (س ) - (ع (س) ع منر 


اا ( س ) شاع ( س) م ىس بغرض ح كميّة ثابتة 
= 


( اذا كان لتطبیقین نفس‌المنطلق ونفس‌المشتق نان‌الفرق بینهما ثابتا ) 


تسی العبارة العامة للقطبيق الاصلي " التكائل غير البحد بد للتطبيق اللبفريض 
ق(س) او للتفاضل ال روض ق(س) د س ٠‏ وئریز له بالشكل 


اق( س) د س ه رهوالتطبیق الذی شتفه ق(س) او ذلك التطبیق السذی 
یکون فاضله عا ها دا (س) دس 
نسي التطبیق ق(س) التطبیق البکایل » وتسی ق(س) د س‌العبارة التناضلية 
للتكامل ٠‏ کو ارہ 
بن ٠1‏ _خواص التكامل غير السحد ود 

)١‏ 'اذا تساوى تطبيقان فعئد ثذ لايختلف التكامل غير المحد ود لاحد هما عنالتكابيل 
غير المحد بد للاخرالا بئابت اضاني ۰ وبالعکس‌کي نتحقق من عدم اخثلاف تطبیقین|لا 
بثابت اضافي يکي ا نتبرهن تساوى شتتتيبما ٠‏ 

؟) أن مشتق التكامل غير المحد ود مساو للتطبيق المكامل وان تفاضله مساوللعيسارة 
التفاضلية للتكايل + 


ای 





/ 
O‏ ای [ ( ق(س) :د س ] = ق (س) 


دس 
او دا" [ | ق(س) د س] =« ق(س) دس 
۲۳ 7 (س) دس «ع (س) + 


او د ع (س) مع (س) + ص 


ويستنتج من هذا ومن‌الخاصية ( ۲) انه‌اذ۱ ورد تااشارتان د 4 ( الواحدة 
تلوالاخری مباشرة وباى ترتيب فان الواحدة سينا تفني تاثیر الاخری وذ لك اذا م 
الاناق علی غض النظرعن‌الثابت الكيفي ني اية ساواة بین تتاعلات‌غیر مد ود 2 
؟) یمدن اخراج المعامل الثاپت الضروب‌ني التطبیق العکامل خارح علامة الثثامل غير 
المحد وه ای انه اذا کان | عد دا حقیقیا ثابتا فان 
بای( ۱ ۱ 
«) التكامل غير البحد مد للجموغ الجبری لمد 2 تطبیفات عد ه پة یساوی المجموع الجبری 
لٹکا ملات حث ول ۵ + 
اه NE OTL‏ اسب اقب 
7 (س) د س 2 سا دار 
٦س‏ دس سج + حاحبت ان بل 1 اوحيث ح ثابت يكن 
3 1 1 


زا 


یب ۲۲۲ 


استنتاج الخاصية التاليية + 


]دس 3 و ا رہ 


۷ اذا کان ق قابلا للاشتقاق مغاضله ق (س) دس فان 


+ 1 
۲ 
7[ کے دع اہ ہیں کک 


+٢ 








اا الیل و 
)١‏ جد اس دس د 1 
الحل) بتطبیق الخاصیة (1) فان 7س دس × گا + له ملاس +ج 
ع + ۱ 1 

ا ںی ٤‏ 
الحل) ( لاسا داس - مس دس "ده ج کے ل + سس 

3 0 

۳ 


)جد ((س+ ۱) (ست ۲) دس 
الحل) يفك التطبيق المكامل تجد ان 
7(س+ ۱) (ست ۲) دس ۰ (س سے ۲( دس 


کس ا سے ]سد س كك دس 
وتطبیق الخاصیۂ(٥)‏ : 
٦‏ (سكدس - (سدس -؟ دش بتطبيق الخاصية()) 
وی + داسك + حم ب اس+ حم بتطبیق الخاصية ( 51 ) 
وفرش انح ۱ + ۲ + س ۲ سح فان‌الناتج 
و می وت ابی پور 
1 ۲ 
ملاحظة ۸ سرف لا تضیف في | لا مثلة القاد مة ثابت الی‌کل حد من حد ود المتدا زالکال _ 
راتما ستكتفي باضافة الثايّت حا الى تا الال النبائي 


ا افاکانق : ج 1۰1 4ح بحيثق (س) ؟ سا عافد ٢ت‏ 

: : 

باق (س) دس : 

اس وی اب سا اجر عا رد ا اك 
س٢۔-‏ س٣‏ س٢‏ س٢‏ س٣‏ س٣‏ 


تحت 


0م ق(س)دس» 0( COLE‏ من > | د س ا امن" أ مس + | كام آد س 
اف ی۲ ۰ : 
١‏ سم 
دم ۳ 1 ۲ 
ےک EE SS‏ + 
2 مد ا ہے اس و 


8 اذا کان ق 


سب 





SC. em ح‎ ۱ 


جد ق( ص) د س 
الحل) بتحلیل البسط فرق کمبین ین ہے 
س۲ سے ہر 3 7سا( + تس + 4 4 


لف سی 
سن ب ٢۲‏ ست ؟ا 


٢ سے‎ 


۲ سی 


وبا ان ی چ ۲ 
س س ٣‏ بد صنر 
ب ال بالق عل س 0 
3 ق (س) دس* (سا + اسن +)) د س۔ | س د س ۲٢‏ 0 سد + ٤‏ ل س 


سے اللي و ایی لل و 


۰ 
۰۰ 


مال )٩‏ جد وا 0 دم 








۲+ م 1 
الحل) ارا )١ 2 n‏ دام رذلك يتسسة 
+p FF‏ 
البسط علی المقام نسمة مطولة كما يلي 5ب 
= مادم ددم * دم ۳3/۶ 
١‏ 
- سم مت پم ۲ +*, + نس ۲ , ۰ 1 
EI 1‏ ۰۴+ 
TIE TIT Ci ۷‏ 
متال ) جد E TL‏ مات 
باستشد أمالخاصية الساد سة الواردة +p‏ 
في ( بند آس۲ ) چم سم۲ سم ۱ 
17 *م 17 
ای ری دس« 
7 س ۳) امد کن یج لا #م + +۱ 
۲ . . 


مور و ,+), 


TS Rg. ES 


I 3 ۷‏ 3 
7 ۲س"ت ۱۳ ( آد تن) ۷ اس + ۲ 7 
4 7 ۲ س + جات )دس( انیت ؟) + ای 
1 5 
۳ 1 
جا O‏ 


1 ۱ 2 
مثال ۸ا دس ( + ١‏ دس ۔ ل 0(س+ ۵) (۲دس) 
ےس سے ۳ ۲ 





( ۲س+ م 
١ 2 ۱‏ ا 1 
کات 7س+ ۵ ) د + > کک( »سس 2 
1١ ۳ 1 -‏ 
کر 1 اع وده )> ايلا سے ١‏ اج 
۳ آس + ۵ ) 


۴ 
مثال۹) جك ا - 
1 


اس٢‏ + م سب 3 ۳ 
الحل) (' تلب - 0(؟س؟ +ه) سدسه ير /( اس؟ +5) سداس 
۷س۲ + ° : 
۷ 
) + جح 


كا 
(o +t) ¥ =‏ ور )لوا اس شتلك 
: ۷ 


ع0 ۴س ٠+‏ اي 
شال )٠١‏ اذا كان التطبيق المكامل عبارة من حاصل ضرب فانه احيانا يكون منيدا أن 
تضع احد الحداود في صورة اخری بحیث لاتتغير قببته فيثلا / 
سس با س+ ۱ دس 
= (س+ ات ا) اس +۱ دس لیذ لك باضافة وطرح ( ۱) من س ) ۳ 
- (((س+ 7۳ س اس ۱۶ و دس اه ((س+ )دس 
1( س + ۱دس 5 
اس + 0 0س7 ۸ مسج رہم 


1 mm 
ES ۹0 ت( س۳ا اریت مرو یں‎ 


ىہ ۳ 


تمارين ١1‏ 
من تمرین ۱ الی ۲۰ جد التتامل غيز المحد ك وحقق الناتج ہایجاد التفاضصل 


,.  .. 0 0 ٦ 
كاسن داس 4( 7(- اس دس‎ (#2 ۳ 
ا‎ I س ۶ 6۱ دس‎ ۸ (e 
یا ات‎ ED A سد س‎ ۲ + ٣ 
ا ن‎ ۰ TE 4 
a و ر‎ 
7س با اسب ۱ دس ۲ ات‎ ۱ 
۰ ۰ رس‎ 
دس ۶ ۲۵ |( ۱۰ دل‎ ۱۰۲ ۷ ٢س‎ ٣ 
۳ IR (سا + آس) ناس‎ 2۰ 
٢ت ن‎ Tr 
٤ 
س + ۱ س۲ دس ۸ 55-17 س دس‎ ۷ 
یا ا ںا‎ E س دس‎ ۹۱۶۲٣س(‎ ۹ 


بر ٢-٦‏ تطبیقساتعلي التكاسل ضير البحسسد ود 


اولا- التفسیر الهند سي لمسالة تعیین التطبیق الاصلي +ب 

سبق وان د رستا ني الفصل الخاس‌ان میل‌السباس‌لمتحني بیانا لتطبیق یساوی 
الشتتة الاولی للنحني عند النقطة ( س + ص) الراقعة على هذا المتحنى وي هذ! 
الفصل سند رس المسالة المعاکسة ای تحیین منحنی بیان التطبیق الاصلي اوكا يفال 


المتحثي التكايلي ص“ ع (س) (٠٠١‏ ) 

اى تعييين ذ لك البنحني الذي ميل اسه س = ق (س) یاس و للطلق (٠٠١‏ ؟) 
انا استطمنا اننا" منحن تكاملي مثل هذا فعند لذ يكونلجميع الشحنيات التي 

حشاامن هذا السنحني پانسحاب راز للمحور الثاني بيسافة كيفية ه مماسات مثوازية مسن 

اجل القم تفسها د (س) ومیل هذه الساسات هوکما في المنحني الاصلي‌می* ق(س) 

وكاني * هذا الانسحا ب المتوازى اضافة س لثرا تیپ المنحني ربذ لك تكون المعاد لقالما مة 

للمتحتيات الممثلة لحلول المسالة هي ٠‏ 


ص ع (س) + ی ۳۴(۰۰۰۰( 


TNE 


بعتى تستطيع تسيدن لبتستي التگاه‌اي المطلوب تعاما يجب ان نعطي سلفا مضع 
نقطة قن الشسني التكابلي كان تمطي مثلذ نقطة تثاطم هذا الننحني مع مستقيم مواز لمحور 
العادأت ( سه س, )ان هاما التحد يد يكافي” اعطاء التيمة الابتدائية ص ء: للتطبيق 
ميت ۶ ( س]. ١‏ 

ویتحوش القة الابته ائيث هذه ني النعاد لة ( ۲) تحصل علی المعاد لة التي تمیسن 
قیمثالتثابت جح ٭ 

.أي في ه ع (س 1 + اس 


وبذ لك يكون التطبيق الاعملي !لڈی پحثق الشرط الابتدائي الشرض منالشكل .٠‏ 
صد ع[ )+ (ص سخ (س )), 


ص 





اشت لد 





1) جد معاد لة المتحئي الڈی عيلەعنٹ الثثطة (س + ص) هواس؟ اس ۰ مسر 
پالتفطة ( ۳ ۰ ۱) 
الحل) ق (س) * اس اس 
و7 تی ول اٹک ڈیا بش 
٠‏ )دید 37ت ٦سآ‏ لاس 
۲ 


ق (س) + ی = شا یں ہے ہہ ہی٢‏ + ۱سش 
1 ۳ 1 ۲ 


EDE‏ اسن رب لي 
١ 1 ۳‏ 
ق(س) > ES RE‏ ارش ان ص سے س = ج) 
3 2 ۱ ۲ 
ونما ان المتخني بحر بالنقطة ( 8غ )1١‏ 
۰ ده اننتطة تحلق معاد لعة 
ای ق ( ١١ )٣‏ جے ٢‏ ۲۷۔۳ ا4 ۱ 
3 ۳ 


A‏ س 


چک ۱۸ ۰۲۲+ -ٴ ١‏ ہے .۴۹+ نات ۱ جح جات ۱۰ 
کک ی(ی) ےد LE‏ 1 
۳ 


مثال ۲) لیکن ق تطبیقا عد دیا شتفته الاولن بالنسبة الي س تماری اس ٢‏ واصفسر 
قيمة محلية له ه ‏ 6 فجد يبان هذا التطبیسق + 

العل ) 3 (س) » اس ۲ 
کاس س ۱۱ دی 


ای اضاا داس» ۱ ( اسب ۲ ) دس 
ق (س) - سا سے اس + مس ۱۱۰۰۰۰۰ 
با ان للتطبيق أصغر ثيمة محلية » س 


کن ,02 5 او ۱ +++ | اس يساسا ق (س ) 


عترايد متنا فس 
يكون مرجبا * س > رسالہا ۷س ١<‏ 
چساری صفر عند س" ١‏ 
اي النئطة الحرجة عند ۳ 
الثثطة ( ۱ هه 4) 
وعا ان هذ ه النقطة تسقق معاد لة الشعئي ٠‏ 
)اجک اد ادا چے اه اس ۳ 
٠“‏ معادلة المتحتي هي ق (س) = س۲ ب اس ۲ 
LEO TD ag CU‏ ا مس ا کا 
پساوی اس ے٥‏ حیث ا د ح جد ( ۱)-ليبة 1 )٢(‏ معادلة الشضسسصسي 
)٢ (‏ محاں لة کل من‌الساس بالعميدى عليه عند النثطة التي احد اثیہا السیني ٣٣‏ 
الحل) ق (س) - اآس٭ 
E E‏ ہے میا دی 
7( س) دا س» ]( آس نت ه) دس 
ق (س) « اب اسا ب فس + حا 
المنحثي يمر بالنقطة ( ۰۱ 1 ) نبي تحقق معاد لثه 
ای ق ۱ -۱) - ٩ص ۰٩‏ پا + وی 
هد ۰ پر + ی ۱(۰۰۰۰) 
وبما ان المنحتي يمر بالئقطة ( ۲ وس ۲) وودق(۲) ۲ 





۳٩ت‎ 


( ۱) حذفنا الثابت الاختيارى منالطرف الايمن وذ لك يعتبر نیا انه موجود وليكسن 
= والثايت في الطرف الایسر ولیکن ح وباشافة ۔_ ح الی | لطرفین تیصیع الثا یست 
1 ۲ 1 5 
في الجهة الیسری ح بے ج ىح 
5 


چحه ۰ + مره ۷ ۲(۰:۰۰) 
وحل المعاد لتین (۱) و( ۲) انیا تحصل علی‌ان ۰ ۲ 4 سد ٣‏ 
۰ معاد لة المنحتي هي 
ق (س) ۰ س؟ - هس + ۲ 
ولایجاه معاد له الساس والميد عليه عند س »- ۳ 
ق ۱ ۳) ۰ -۲ 
۰ نقطة الشاس هي ( ۳ ۰ ؟) 
ق( ۳) ۰ ۱« ۰ 1 بیل‌الیباس 
۰ محادلةالساس, ص + ۰۳ ۱( سب ۲) وشها مب + ات ۰ 
ميل العمك ٭ ١-‏ 
۰ معاد له العمون ١‏ صن ۳۶ھ نے ( سب ۳): 
ای ص + سم ٠‏ 
حال 4 اذاکان 6( س ) د۱+س وارق (حفر) - ضفریان 5 ا 
نجد كلا من ق ( س) 4 ق( س) ۱ 
الحل) 
دالس ایس 


E:‏ شن اسه اسداس 


3 
7ق ( س )د س - 1 
دا کا ہے 
۲ 
7 
ق (س) - 5اس"؟ + س 
وبا ان ق ( مفر) » صفر 


۰ صفر * ۲ * صتر + ح 
5 ىه 2 


00 


٦‏ قی(سصس) = اس 


فى ( س) دس» اسا دس 


۳۷ س) د سم رس 


ES‏ + له 
۳ 


س۶ات 


وبمااان ىق( صفر) 2 ؟ و 7 الگ ٭ صنر + لك 
ای ك = ۲ 


دای زایا رر ںہ 
۳ 


ان ا 





)١‏ اذاكانق (س) - سا ( س )+ حیث. سب صفرفجد 
س 
ق(۱) علا بان ( صفر + 5 
۲ اذاکان ق (.س) هس( ۲سس ۲) ثائیت‌ان ق (س).- س۲ نی - ٩‏ 
اذاعلت‌ان ق ( ۲) - مه 


کال مستي رہ ہیں رج 





ل س 
ناذا علمت ان ( ۱ ۱۰+ ۲) دق g3) ٣۱۴٢٦۶۸‏ ااي 
51 
سا 2 
4 اذاعلم ان ق ۱ س) ۰ ۱س وان دق ۲ 


لاس ےا 
بان ۱ ۱ 4) د ق نائبت ان ق (س) ع س5 + م 
۰ چد اعظ قيمة محلیا واصنر یب محلیا للشحني الذی میله عند نتهلة علیه یساوی 
میا س مع العلم انه يمر بالنئطة ( ۰ 4 ۰ 
٦‏ اداکان ق( نت6 ۰ ۱(شس- ۲6۱ وائت ق ۱ ۲) 2 صفرناتبت ان 
ق(-١)‏ سب ۵4 
¥( اذا کان ميل المماس لللنحني عند اية نقطة ( س ‏ ص) علی الشحي یسسساوی 
اس - سل + ١‏ فجد معاد لة السنحتي آذا علت ان اعظم قيمة محلية 
له - ۲۸ کذ لك جد اصشر قيمة محلية ٠‏ 
lA‏ منحن يبر بالنةطة ( ۰ 6 3 ) ونيله یسناوی کمن سا لجع تم س جد 
معاد لة كل منالساس والعمد عليه عند النقطة التي احد اثيتها السيتي 2 ۲ 
# لیکن ق : ج سه ح تطبینا لیکن ل جح سے ح تطبيقا بحيث أن 
۷ س ه ص) سے ق و سس + ص) و ل فان ق (س) ۰ ع۶س و 
ل ( س) » ۲س؟ + ١‏ وکانت نقطةالاصل 5 ل 0 ق "برهن ان ل بمسش 
ق واذا کان‌الستقم العماس وا لعمید علیه من نقطة التماس یصنحان شلتا, مع المحور 
الاول ٠‏ جد مساحة هذا الثلث 


= 


1 ا ع ےاج نا ایال ا( اہ دی ہا ہیں 

اس و ح ناذا کانت ( ۲ ه س۱1) و ق وا ۲ ه ۷٢ا‏ 3 قنجد 
ل ٩۱‏ ) ومئل ل دیتارتیا * 

ایا التفسیر الفیزیا وی للتکا مل غیر المحد ود 
للفرتن ان لدینا القاتون‌الذ ی يعطي الارتباط التحليلي للسرعة بد لالة الزمی( ن) 
س « ق (ن ) 
وليكن المطلوب البحث عن علاتة المسافة م بالزمن 
ولما نا ننتلسرعة على مسار مفروضى مسا بية لششتق المسافة بالنسبة للزين للف نان 

دن 

السالة تو ول الی تعيين التطبيق الاصلي ٠‏ 
مم 1 ق ( ن ) دن ۰ 
وبذ لك نحصل على مجمهة غير منتهية من حلول لاتبختلف“ابعضها الا بثابث اضاني ٠‏ 
وعود عد مالتسيين هنا الى عدم تحله یله المرضعالذى تقاس وبد'! منه ٭ السانة 
م ٠‏ ناذا كان لدينا على سبیل‌المثال س » سح ن + س ( الحركة بسرعة منتظمة ) 
قعندئذ تعطى م بالعبارة الاتية ٠‏ ۱ 


)۱( ۰ با حن ۲ +س ن + لد‎ ۰ ٣ 
1 
ود لت لان شاتق هذ » الحبارة بالنسبة للزمن‎ 
یٹکانا مم العبارة الغروضة س» حان + س‎ 
1 
واذا اتفتنا علىان تقيس م بد*! منالد قطة الموافتة للقيمة ن = صفرء اى الا‎ 


انتر ضنا م “ صفر عند با ن » صفر + فعتد گذ يجبان نمض في العلاتة )١(‏ 
عن د بالعفز 


ابعل ةا وة 





)١‏ بد أت نقطة ماد ية حركتها بسرمة ١١‏ سم / ثا في خط مستقیم ابتدا" من نتطة 
الاصل نبلخ تعجیلها 1( ۲ ن ) سم/ ا ٠‏ يعد ن ثانية ۰ آثبت‌ان سرعتبا 
تصبح صفرعند ما تكون على بعد ( )١‏ متر من نقطة الاصل وان سرعتبا لاتزید عسن 
۷ ۳م/ نا 

الحل) لت( ن ) ۰ اش( ن) * ۱۲ آن پالفرضش 
س( ن )دان = ( 1۲ن ) دن 

ا ۰ ۱-۱۲۱2 نادن 
س( ن) » ١١ن‏ س آن۲ + + حيث ح ثابت اخثيارى 


2125 


عندما ن « صفرنان س( ۰) ۰ ١٠١‏ بالفرض 

۰ 6 ۱× صقرب ۳ « صقر + ی 
e‏ 

25 ص( ی ) × ٢‏ ان (MN Jesersse fo +IgFT—‏ 
م“ س( ن ) = ۱۲ن - آن ۲ + ۱۵ 

دن ۰( ١انے‏ ۳ن۲+ ھ۱ا ەن 


م (ن ) دن » ۷۶ء ۰۵ ۱0 ی 
م( ن) = 1ن۲ ن۲ + ۵ ان + س 

ضع ن ۰ عفر م * ۰ فان ح - صفر ۰ وتکون م = ان۲ نہن۲ + ١ای‏ ۲(۰۰) 
واذا کائت السرعة « صفرنان 

آان -آن۲ + وا 

ن ۲ ان هم * 

(ن -۵) (ن + ١ا)اس.‏ 

٭ آن- ه نا والتعوش في (۲) عن قمةان: - ۵ ینت 
کر ل ما 
ولایجاد ات سرمة لہا نجد ش * 15 سآن وها 
س( ن) ‏ صر ان ٢>‏ 

وص (ن )> صفر بان <؟ 

واس (52) + صثر 

توجد اصفر قيمة مخلية. وهي .س( 1) - 7 اسر/ نا 


مال ۲) جسم يتحرك في خط مستقيم بتعجيل ثابت مندار» ۲ ق/ تا ناذا بلست 
سرئته ني نهاية 6 ثوان من بد* الحركة 6 ١‏ ق/ ثا كما ان بعد هعن نقطة الحركة ٠‏ 
عند ثذ تساری ٩‏ قد با احست 
1( سرغة الجسم ني اية لحظة ن ب) سرعة الجسم ني نباية ١‏ ثيان 
جا بعد الجسم عنالنقطة الثابتة بد لالة ن د ) بعد الجسم عنالنقطة التابتة 
في تماية الثانية الثامنة. ٠‏ 
الحل) ٠‏ 
۱ ت(ن) ۲۰ 
٠‏ ض( ن) دن ه 50 
س( ن) دن۰ ۲ ۾ دن 
س( ن ) = آن + ح 
۱ ۲ ۶ ) + ی 
لأسا م و 


٠6‏ سس( ن ) = ان + ١‏ ورت 


کے 


ب) x= (1 Iw‏ 1+1= ۸١ق/‏ ٹا 
ج) س( ن) = آن + 1 
ع ن) آن 1 
م ( ن ) د ن“ ۸ ( ۲ن + )دن 
م (ن) = ن ۲ + ان + له 
۹ھ ۱1 + ۲ + له 
کم dd‏ ۰ 1 
۔ من ) « ۲۵ + ان + ٩‏ 
د) م (ه) ۰ ۱ + >٦‏ ۹+۸ء 11۹1م 


تبارین اس ۲ 





( ۱) نقطة مادية بد ات تتحرك من السکون بتعجیل تدره ( ۲ + ۲ن ) م۸ تا چندا 
ن ه صفر نان النقطة يكون على بعد ٥م‏ من تقطة الابتد ا" ۰ وبعد ن ۰ ١‏ تصبح 
سرعة النقطة ۰ ٹا این تكون بعد بن ثا ؟ 

( ۲) نقطة مادية بدآت منالسكون بتعجيل قدره ( ۰۶ انم ثا يزمن ن این ومٹی 
تقف ثائية ٠‏ 

(؟) قذفت كرة راسيا الى اعلى من نقطة على سطح الارض بسرعة ابتددائيية تدرها 
7 ق/ نا ٠‏ جد باستخد امالتكامل ٠‏ 
)١‏ السرعة پالبسافة عند ای لحبظة ‏ ۲) اقصی ارتفاع تصلاليه الكرة 

پند اس * التکا بل المحسد ود 1 

تحریف 7 سبق أن عرفنا التكاملَ غير المحد د بانه العملية العكسية للتفاضل کما اضحنا 
ني بند ۱-۱ في كل بن عمليات التكامل كنا نضيف تابتا للتكامل ح وذ لك لتکون 
نتيجة التكامل شاملة لجمیع التطبيقات المكنة فاذ! فرضنا ان 

۴ الا 


نان الطرف الاين لبذه المعأد لة'لايتهين تعییٹا کاملا الا اذا عرفتا قیمة الثاہست 
ى ٠‏ وهذه تثوتف على ظریف اضافية في المسالة ٠‏ بيئما قيمة التكامل عند ( س« !) 
هي منالتعویض ني المحاد لة ( )١‏ 

205237017 کت ہت .6 

ركذ لك فانه تیعة التكامل عند ( س = ب) هي 

ل ۱ ج:) + طر ۲۱۰۰۰۰۰ 

ولى هذا نفرق قيمتي التكامل عند ( س1*۰) و( س = ب ) ينتج بط التيسة 
( ۲) منالثيمة (؟) ای 


== 


۳ ۷ 


7 رم ی 
ل (ب) -ل (1) 4(۰۰-۰) 
يلاحظ انالتيمتين ( ۲) و(۲۰) غیر معینتین لوج الثابت ح پینما صسرق 
التیتین (1) مین ( ای عدد حقيقي ) نستتتج اذن ان فيمة التکامل عنسده ای 
قيمة معينة للمتغير س لاثكون معينة اما الفرق بين تبمتي التكامل المناظرتين لاى 
فينتون للمتخبرس يكون محينا وريز لهذا الفرق بالريز 
0 ل (ب) -ل (۱) 


ی 


ویترا تنامل ق ۳ بالنسبة الی س‌بابین النبایتین | » با يسس بالله سل 
الحدك ٠بشرط‏ ق2 [ا ه ب] منت اح ستس 
جعلیة ایجاد التکامل هذا تسمئ بالتتامل بين حد ين ) ہ+ بويتسنى [أبالهيمد 
الادنى للتكامل وتسمى :ب بالحد الاعلى للتتامل ۔٭ 

۳ 1 4 الہ 

بند ٥-٦‏ میب خواص الٹکا مل المحد بد . ع 

اولا اذا باد لنا بين مضعي الحدین الاعلی والادنى لتكامل محد بد فعند ثذ لاتتغير 
سوي اشارة التامل ۰ فالتنا مل اذ يحافظ على 7 تمت النطلتسة 


E OS ای‎ 
ى‎ ۶ 


ثانیاس تفسیم حد ود التثامل 
اذاكانق ٠‏ []6ه]ه2 مير فا 
فده 7 سے 
ا( ذد زس + NL‏ دس = EL‏ دس 
۲ 0 ۲ 
الثا- ای کل Pa E‏ حد ہ الاعلی ساولحدہ الادئی يساوى صفر 
ہد صا وس مہ 
۱ دس کا وذ لك لان القطبيق ال بل يساوى الواحد بالنسبسة 
۳ 
نی چي‌تس اي تن "م۳ دسا سل دا 
۲ 
خامسا- لاتتعلق تيمة التکامل المحد ود بالرير الذى نختاره لمتغير التكامل ٠‏ 
ای ق(س) داس = a‏ ن ) دن 
ساد سا پیکن اخراج العامل الثابت خارج. ریز التکامل المحد د 


ای و ق ) س) د سه س | س( دس 


E‏ ۹0 1ات 


سابعا التكامل المحد ود لمجموع جبرى يساوى المجموع الجيرى للتكا ملات المحد رد ت 


8 5 ب ی 
)(و 9 ق © ق +٠۵‏ ادس 0 3 و کی ٠‏ 


اسلتة حلولة 


0( دس > ج ECE,‏ 





I. (ety 4 = دس‎ (f 
5 اس دس بیع" مه‎ 


E - +00 (r‏ تت 


ع( ١ص‏ م واس كك کر کا 3 رگ -٭) ل 
٤‏ 


1 
(a‏ ظط لت اید ال + لے ] 
سا س٢‏ سی _. اس 3 

ک1 1 ا رح کات ا وت 


۹ 1۸ ٣ 


VD TEY 7 0 
۱ 


١-٢ 

۷ و اس ن ا ) دس × پوس سلس] 
۱ 

رو ربص زا 


دا اه ( ودس باس رف سج 


۳۰ 
0 000007 
۳ ۳ ۳ ۳ ۳ 
3 
1( مس( ا د س س )لمن پس + سنل سو ت 
۰ ا 
ور وک كر کت 0 
۰٦ ۰ 5 8.‏ 
2 : 
۰ | س DG‏ 220 ورس ا رر 


۲41 


u‏ ۰ وی كر 


[[س+ )١‏ (س؟ + اس + 5 س= 1 رس + س٠٢‏ ۲(س+ ۱) د س 


< 
TY ۷‏ اس + ۲ د ( نا + آس+ 0 برد اه اس ۲ ۳] 
۱ نا ۱ 
۳ 
ہے ٤‏ 4 
داد ری ۱ - ان کرو کا 
۸ 4 ا 
سا ١-۰‏ ما u‏ خر از اك 
A‏ 
ہل ۰ 
]س ١س‏ وس با + وپ « سداس م مر 
unl x‏ درس ۰ 0 Leu Lay‏ 
۳ ۳ =« 
سل ( اس + ۱ سی e‏ س( چپ ٰ۰ 
٦‏ 
سا 27 
٦‏ 1 ۳ 
۱۳ 02 دس اشارة ٣س1‏ ++ [ +++ سم 
5 
تلاحظ من البخطط المجاور 1 ۰ 


ان | ٣س‏ 1 | هت ٢س.۔-٦‏ پاس و te ٢[‏ 
ون ات 1[ تعس باس 3 15-3 


3 اس سا | دس ٭ سس دس + «سه دس 


wl -‏ س س سل ]زب ( (RG‏ 
«u‏ 
]رس و) دا( ں۔ 6 سا د r17‏ د ( 1 ۲س) 
: 


e N E‏ ٦٢با‏ ۔ 
1 ۷ اس 1 7 ا bi‏ 
- كرا صتر-(١۱‏ 1 تمك ملكا ۰ ۷ 

1 ۱ 


کے 


8 
)٤‏ احسب قینة | wr‏ ۱۲| دوس 
٣س‏ ۔-٢۱٠ء۔‏ ۳( سا ے)» "لس ۲ ) (س+ ۲) 





> لاس . 0 دس wr‏ 0 دس ۴ ۲س )أن س + 


r urd‏ ا د یت r‏ سس + سكسا اسلا 


ı [teraf fiery) (t+ A— > 
بون باس 1ع‎ 4Y mw OE EG N 


سا > سے 5 2 
(e‏ 0 ال صل من كم 1ص ] دس )2 س+ 0/07٦‏ 
لي ¢ ۱ 1 
0 سن 
> سو > سے 
1 1 باس دس ل سن م الى س۲ دص‌دس 
۱ سره من پا 
۳ 
ی 29283 دک (س۲* ان سس ) تست ی 
بيه 1 
70 1 


۷ ا ۱س+س + ١‏ ملاس 


۱ لجد 7 +ص* ۱) دس علی فرض س كنية ثابتة 


* س ص+ ص + س لك دن 
U‏ ۲ 


۱ 0 0 
؟) نجد / (لشضط + من) دس س ۽ +[ - 


۲ ۷ 
سا یت و 
0۸ ]3ا سس دس د ۰ 
ا ند |7 دس - ا = ٦ص٢‏ 


۳ 
۲ تجد اون ئا مت ۲۵۲ + 1 
3 


¢ 
؟) نجد re‏ دم lU‏ مع 
3 : 


ےم ۲6۸ 


> ( باد كه كاب ر ہوجوی+ ود اللكمم lea)‏ 
۲ 


E 


1 


0 
1۹{ | (س۲+ [س+ ۱۱) دس 


تحن نعلم من‌الفصل الثاي انه س و [۱+ 1۲ ان [س+ ]۰ ۲ 
3 


5 5 
کے ارس ٭ئ +ع]) لاس = | (r+ wr)‏ د = س۳ + [r‏ 
١ ١ :‏ 


af TIP) (OT +A) = 

Je rw) ۱ 1 

٣‏ لیکن ق: ]٤٢٢[‏ سح بحیت, 2 وو 

۲ ۵,(س) ۶ : 

1 مق ( س) دوس ۱ س ۷س 3 [۲۰۲] 

الحل) ١‏ نالتطبيق غير مستمر عند مس" ۲ ولکن تطابیقه ااصاي مستبر ۷ س و۰۰1 ۲۲ 
¡ ای ع س) »یگ + ت Jie Joy‏ 

0 


و سم کڈ پ ی د ۲۰ ۰ ۲] 


ولایجاد التكامل المحد ود لمثل هذه التطبيقات تتيح بايلسي:: 

لیکن ق : [ آ ۰ >] مح تطبيق مسر پس‌د لاہ ب] | [ے) 
رات لمق( س) ہس مدو باس وآ »ب نان 

ا دسا 1 سا دس وفيا 3 (صس) دس 


وسا ان | ق (س) دس = ع ( س ) + جاستیرا باس 3[ ۱ 2 
هد -و سو 


“فيا ]و (س) دس- فا (ع ( سا پا[ (حسو) - 


L(g 
ب ب‎ 
1 1 3 انم‎ 
+ سا ال ) جا ع(‎ e تاشچ ]| ق (س) دس ےت‎ 


ا سج 1 7 5 
بر نی غساع (حسو) فباع(1) +ميباع (ب) 
اع (ھے> را 


۹ 


ینا ان غ نسٹمر ٭ فاع( سوا مفبباع(خ+*و) 1 

(We (e) +a) E (E) نی‎ ٠ 
اى في الة امقطاع التطبیق ا اط في نقطة سد فان. ا س) دس‎ 

. ی (س) اس + 11. دس پیقی صحيها مادام التطبيق 
الاصلي سرا تي لا ۽ ب] 


۱ 5 س٢‏ کی ا 
تی (س) دس - عد + ز) دس + ۳ 
7 ۲ ۰ 


1۰٠ 
سه لت دا‎ 


امس 


۲ 


5 


١ 
2 مثال) جد‎ 


۲ 


ی 1 E‏ 
الحعل) ان التطبیق ق (س) م تصیح قیمٹہ غير بحد رل ند س =" ضکر 
لكن تطبيقه الاصلي ٣س٣‏ يبقى مستمرا عند هذه التيمة ل سوبذ لك يمكتنا أن 
تنتب ٠‏ 
1 


L1 
- 
ا ]ا‎ 


تمارين 1ل ؟ 

ی یں 
5 5 5 ا 
۱ اذا کان ق ۰ ع اسب بحیث ق (س) سس نجد 


س + ۲ 
۷ 


2" . 
ق (س) دس + ۳ ی (س) دس 
1 


3 84 > 2۷ 
ِ ۷ د س) ل ص٭× / 1 اس له ص 
۲ يرهن أن ا 6 
> مع کو 
۳ سيك / او ٤‏ 1 / دس داص 
| ص ر : 
TY 1‏ | سدع 
رج 1 
م .* ص لہ سنہ ص 1( 1 دص دس 
يسم سے عن 
ے۱ یی 


مس ° — 


1) ليكن ی (س) =( س ۲۶)؟ اثبت‌ان ق (س) ,۰ اس (س؟ +۲)۲ 


واحسب 1 ٦س‏ س + و 


7۹ سے پل 
٢‏ لیکن ق (س) ء س؟ + ۵ اثیت‌ان ق (س) « س(ی۲ +د) 


۷ 
واحسب سل من 
٢‏ بی یھ 


ه) اذا كانق : آس : و سس سیت 
ق(ض) > ۱( س + ۲ (س؟ + ۲/۱ اثبت آن 


1 . ١ 
س+ )۴ من + ( س + ۲۲س+ 4 )رش‎ ( = E 


١ 3 
وس‎ )٩ ۲س+‎ a JS + ٢س‎ ( ۲۲ اسب / (س*‎ 
۳+ 5 


٢ ادا کان ق (س ) - ا با س‎ ۹١ 
1 این‎ 
اکن ق )اه مت ۰ باب ا‎ 
۲۲۲ و (س‎ 
اذا کان ق (سدس) > ساق (س) ی‎ 0۱۰ 
٩ دس‎ CE 
اذا کان ق( س) = ق (سن) ۷ سوك ا هي الملانة پہن‎ ١ 


ب 


و د 7 ق (س) دص ؟ 
2تث 3 


01 ليكن ق تطبيق وان ع (س) 0 ق(ن) دن 


E ETN SL SRR 
٠ ثم جد تيجة هذ ء الكميةالدابتة‎ ٠ برهن أن ع ه ل مختلفان يكمية تابتة‎ 


احسب تيمة التكاملات لمحد رد ة التالية ٠س‏ 


۵ 


1 )دن‎ ن٣‎ ( 1 "6٢ 


ا ا سا ما 
ا لا ا 


("0 


< 


L0 


( س؟ )١+‏ دس 
17+ آمن +1 

5 2 می 

1 ( منآ+ دس 


11 


۱ ریت 12 ) سے ی درس 
سا 


تم س ۳ 


3 


(ft‏ 01 ۲س( * سس ) دس 
۱ ٢س‏ 


1 ٢سس ae‏ دس 


چ 


IONE NRE ا‎ 7 (re 
1 


(۳ 


ت 


00 


س 


ان من 





س د ٦س+‏ ۹ 


6 
(t1‏ لق ارط ]داس 


ہعض تطہیتات التکاعل المحسد ف 





اس خساپ ساحة سطح ,* 


دن | 


9 
۰ اب ا المت كا 


ال ی 


س پاس + ۰۱ دس 


وٹ کت پا 


( ۲س+۱!) )اس+ سه ادوس 
۳ 


۱ که 


e (i 6 (٩ 


1( مساحة السطح المحصیر ہین الشحئي س" ق(س) ویحور السیثات 
ان مساحة السطح البحصور بين المنحتي ص« ق (س) یسور السینات با لمستفیبین 


سه آم س « ب تقد ر بالتتامل المحد يله 


/ ق (س) ددس ٠‏ 
۴ 


٣٥٢‏ سے 


الا ان المساحة المستخرجة بهذ ه الطريقة لاتعہر عنالمیساحتالحقیثیة للسطی 
التي یشکلہا المنحثي مع محور السينات بل تعبر ع نالسجموع الجبرى لها على اعتبار 
أشارة كل سطع یتع تحت سحور السینات سالبة وا 1 ارد نا للحصرل على جوع 
مساحات السطوح بالمعئی البالیف فبا علینا الا حساب التکامل ۰ 


)هس 2 ۱ 





RT کی‎ 


فیجیوع مساحات السطیح البخططة کما ی الشکل ۸ 5؟) تساوى 
7 


1 ق(س) دست ادس دس + 1 ق(س) دس 58 س) دس + 
۶ 


3 اس 


ب ) مساحة السطح المتصير بون شحلین 
أن ساحة السطح المحصور بین النحلہن سم ق(س) و ص - ل(س) 
والستئيينس» ۱ ه س « باتساى 


1 (ق(س) -ل(سی)) دس في الحالة التي يقم نيما احد السنحنین فسسرق 
الاخراى في الحالة التي يكون فیہا ق (س) »> ل (س) في الف تة 


تس تا 
ضا لك جورق) د س اذا کان ل (س) ب ق(س) في الغترة 
e‏ : 


ولبرهان ذ لك نارض اولا ان كلا النحيين يقع فوق محير السيئات فعنف ثذ يتضح 
منالشكل (1--5) مباشرة ا نالسطح هويسارى الفرقبين السطحين المحصورين بين 
النحنيق الخرضين وحور السيناتٍ 1 


57 | ددش دس -] OE‏ 1 (ق(س) -ل(س)) دس 
وهو المطلوب 


fof نے‎ 


اما الحالة العامة التي یکون نیبا للسنحئین وضم‌کيفي بالنسبة لمحور السینات 
فائها ترجع الى الحالة السابقة بسحب محر السينات نحو الاسفل بمقد ا ركاف حتى يقنع 
التصنياك نوته وبا ان هذا الاتسحاب یضیف تکل من لتطبیقین ق(س) + ل(س) الثابت 
الاضاني نفسه نا نالفرق ق و سال (س) يبن د ون أن يطرا عليه تغهير ٠‏ هذا 
ودترك . للقارى؟ برهان مايآتي 

اذا تقاط المنحليان ا شکل یقع احد هما تعت الاخرفي بعضالاجزاه 
فوئه في | لاجزا* الاخرى فعتد كل تكون ساحةالسطم البحصور بيئبيا والستييسن 


وس مد و ریما وی 


اه اس تال نیع | دس 





اه مبحلجليسسة 
مثال 1) جد الساحة البعد لأة بين النحني ص ه با س؟ والستقیمین‌س< ۱ ۰ 
ة من » 5 والخیرالارل 
الحل) لت بک عفر ( خراص الاعداد 'الحقيتية ) ۳ 


) مکل اب ) 

متال ٢ا‏ جد الساحة المحددة بين التحتي ق (س) » س (سے ١‏ ) ( سد ۲) 

والەحورالاول بين الستتيمين س× صفر؛ س» ؟ 

منالمخطط الد ہکارتي للتطبيق 
ثلاحظ آن سحاي التطبیق الحصور 
بون سس" ۰ دس اپقع قسسوق 
فحوز السیتات وین س< ۱ ۰ س» :1 
ينع تحته وبين س 3 73 و وا 1 ( گل 1ه( 
ولجذ! نالساسةء ٢‏ (س) دس - /ق(س] لس + / ق(س)۔دس 

3 ۱ 0 


1 





3 س اسدكا دس [ امل س1 ) )لأست ؟) داس + 


21 ن (مرات:۱) دس 
< 


×‫ رس ی زمرت مومس ) فا مر + + ( سس آس؟-س) وس 
١‏ 
مت Pf‏ سے 


: ١: ۰ 
۱۳ + 1 عد‎ [+ 
5 3 : 


د راا رحدةمزيعبة 
ملاحظة / يمكن معرنة ا نالمنحئي يثع فوق المحوز الاول في الفترة ل ۰ ۰ ۱] لإا 5:۲7 
متع تحته نی [۱ ۰ ] ذلك دري الا ا و 


كما يلي 
اک ما أشارة س 
۷ س 3 اف ۱ء [t‏ اشارة سسا 
و ق(س) ‏ صفر اشارة سس[ 
سس ۰۱ء ۲۷ اخاراق(س) 





مثال ۲) جد مساحة المنْطلة السعد د ۶ بینالستتیماتص" ۲سه س" ۱ : س* ۲ 
اجه فد نز 
المخطط الد يكارتي کا مین ي 
شكل ( )١-1‏ يرضح اص - ٢س‏ 
هوفوق ص» س؟ في الفسترة 





017 

٠٠‏ المساحة « ۱ ( ٣س‏ س٢‏ ) دس 
تی 

کا رہ راہ وخد ۶ مربحة ( مکل )٦-٦‏ 
1 


ملاحظة/ ليكنص.» س؟ هو ق(س) وليكن ص ه اسن هو ع( س) فيمكن معرنة ان 
ع(س) > ق(س) عد س 113 ٠‏ 5] بد ونال لجو الى المخطط الد يكارتي وذ لك 
يمعرفة اشارة ( ع (س) لق (س))فاذ! كانت > صفرفیعني ان 
ع(س) سے ق(س) واذاکانت .صفر فيعنيان ع(س) 2 ق(س) 
ويمكن ايضاح ذ لك كماءيلي #٠‏ 
ع(س) سب ئ(س) ٣‏ ٣س‏ س٦×‏ سس( ٣س‏ سا 7 
ای ع ( س) س ق(س) > صثر اشارة س 
س دلا C۲»‏ 


٭ہ ع (س) »> ق(س) مار ہی 0 


]٦ ١7و‎ ¥ 





~~ Yeo لے‎ 


مثال٤)‏ احسب الساحة اشحددة ہین الضحني منت ؟١-ص+ص٢‏ والصحوالتاني 
الحل) 
تجد تقاط التقاطع مح السحورالتاني 


رشي ص = ا وص ها 
1 1 


وهنا يكون زی بد لالص 





٠‏ اس[ سدس ادس 


اهنت پا[ لعل ہرد و سے 

7 (عکل ۲-1 
مثال ه) جد مساحة الطنطقة يبن المنحني ص؟ ‏ من والمستقم س»- 1 
الطریة الاولی 


انالعلاله ص٢‏ × س 
لائطل تطبيفا بد لالة س ولكن 
القسمالاعلى من‌النطة 
هوالتطبيق ص» ما ص ۳ 
رالقسمالاسنل نبا هوالتطییق . , 
ضه ل بای ويتطبيق الطريقة في المثال السابق 
تحصل علی ‏ سم 
الساحة - 27 س( باس )قدص 
۰ ۲ باس دس (شکل ۹ ۸) 


- 1 سال س۔ ع 1 م ل ردة مربيعة 
الطريقة الثانية 


ان المسات ل سه ص؟ تعني ان ستطبيق بل لالة حل ٠‏ ولذ لك سيف تكامل بالنسبة. 
الياض:» 
الستطتة 5 سل د ۶ بالضحتي س< ص! مالمستفیمین ض» 3 بالتصررالناان 
وساحة ! لبنطنة المظللة كط موضحد اي کل ( ٩-1‏ ) وت 
* )یو دض 2ص7 ا د ا ی 
۳ ۳ 


۳ r ۲ e 
2 اما البساحة المحصورة بين‎ 
۵ 1 ٣ص‎ ٢سے‎ -» المستتييات فى‎ 
54 سن » صقر ة اس"‎ 
تساوی ۱۷ بحد ة مربعة‎ 


+ مساسة المنطگ هه 1 ( شکل اس )٩‏ ۰ 











گت د له 


5 
الطريتتالثالنة 





يمكن ايجاد المساحة باستخد أمالطريتة الثانية مباشرة بخطرة واحددة وذ لك بايجاد 
المساحة بين س- ٤‏ ء٤‏ من "ص وايجاد التكامل. بالنسبة الى ص كما يلي ٠‏ 
تج 


3 
الساحة - 70س( اض« ی دس ہ کہ وعدة یں 


الطریفتالرايعة 
با ان‌السضنحني متدا ظر با لئسبة للسورا لاول 
1 
٠“‏ الساحة - 7 نام دس » ۲ 7 اس لوس 


E 
کہ در‎ 2 [r ×× 


مثال ٦ا‏ جد الساحة السددة بين ص5-» .ست ١‏ والستقماص» مں سر ٣‏ 

بحل‌البعاد لتین می« ص؟ +1 من« من ۳۹ انیا 

ينتج ص » مدا ۵ ۲ و س‌» ۲ ۵ علی الترتیب 

الطریتقا لا ولی و 

انس٭ ض٢‏ +1 هي س تطبيق بك لال ص 
وكذ لك س » ص + ۲ هي س تطبيق يد لالة ص 

٠“ .‏ المساحة بين المنحنين تحصل عليبسا 

بايجاد .التكامل بالنسبة الي ص 

من ص -۱ الی‌ ص۳۰ ۲ 

أي ا نالساحة 


1 e 
27 (1+ س‎ (r + (س‎ ( 3 ۳ 
سآ + ۲) دا‎ = 


- کون سی + بص + ا( 
مد ۰ ۰ 










رفن 


)ل کا و وعدة برع ۱( شکل ر 
۲ کا 


ا 


الطریقالتائیة 
من‌البخطط الديكارتي كل ( #1 () تلاحظ ان القمالاعلى منالمتطفة محددد 
اتی میس رح 3 والقسمالاسفلمنالمتطقة محد د يجزئي الشحنيين 


صد د ست 1 


اذا اچس 5 ۲ RE,‏ ات 


۰ المساحة الاولی - ۱-۲27 + بلس -۲)) دس 





۱ 2 1 x 
لك‎ 


0 E 
گارں؟- جا سكب رحدة مربعة‎ ۳ E ند‎ 
۳ 


: 2 
المساحةالتانية - 7 باس ۱2 - ( سل - 4۳) دس 
۰ < 


E eS‏ (سب ۳) دس 
< ۳ے 


ری سا کات وین 
۰ 


اضر 


5 ۰ ۰ 
و ۱ 2 مق و رع 
۳ : ۲ 1 
الا 1 مہ نل 2 سل » وحدة میعة 
م م" > — 1 ۲ ۲ 


مثال ۷) حد الساحةالیحد دة پین‌المتحنیین ص٢‏ مج ۶س و سا اص 
() جد تقاط تقاطع المتحنيين 
ص٢‏ س )س‌واص * )4س 7 
.۱ سس )اك اس 


سے 


٤ 
س٦٤ س ٭‎ 


ہے 
11 

س٤‏ = ٤‏ اس 
سر 2-20 
رانک 


اماست ٭اوس< ٤‏ 


Cte في اللفترة ل*‎ ٠ 
۷اس“‎ ٢ ص<‎ 





سے ۲٢۸‏ سے 


1 
-٠‏ الساحة وآ بحام تن 
E 1 2‏ کت مربعة 





E EL‏ ع 
1 


- لل ی د لل ود یمد 
11 


5 5 ٦ 
* اساح رب ۔ و لس مط وحك 4" مريعة‎ ٠۰٠ 
۳۲ ۳ ۰ 
طريقة ثانية‎ 


کر ال باس« اس (۲- امس س) 





تلاحظ ان لذن الاس؟ > صئر پ سو 66م 

TIT‏ 5 ہیں دس اس شس 

٠٠‏ الساحة - r"‏ ماس اي باه دس 
مثال ۸) احسب المساحۃة اتد ایت من 

E 


الحل) بحل‌المعاد لتين انیا 


نجد حد ید التکامسل 
س = اء س ۰ ۱ 
لا ۲ 

> الساجة‎ ٠ 

1 1 


) دس 





۱ 
۲ 4 8 
۔ ا ین ا سا ٦ E‏ وحد ة مریعة 
۳۲ 0 حب ۵ 


- ۲۵٩ 


(f‏ البسافة الطیة 


اذا كان س( ن ) تطبيتا سرعيا يمثل سرعة جسم متحرك على خط مستقيم فسسسي 
اللحظة التي یمتلم| العدد ن ۰۰۰ فان‌السانة الكلية التي ینطمها الجسم في الفترة 
زاء جح - 2 إس(ن)| دن 
3 


ابثلة 





ا( انا کان س( ن = ۲ ۱ آن ۲ ببثل سرعة جسم متحرك عند اية ثانية ن - + نحد 
بالوحدات السافة التي يقطعها الجسم بعد مرور) تواني من بدا“ الحركة ' 


من (ن) ۳۰( ۲-ن) ( اجن) 

: اشارة؟( اسان ) 
السانة في ل ]مه اشارة ؟+ن 
E‏ دن اشازة س(ن) 
E‏ دن = 
" 3 ۲۵۲-۱ ) تا ) ۲سآن ۲) دن 
3 ٦ن‏ -ن٢]‏ یت 7ن[ 
۔ (r‏ محا 


٣۳٣‏ یت ان ايبيل نت یع ا ق 





فجد ۰ 
۱ السانة الکلية ني [ ۲ ۰ 4] ثانية 
۲ تعجیله بعد" مربر ۳ ثياني من بد* الحرکة 


سا( ن ) را آن + ۱) 
چ ۲( ن + ۱) > + د اثبا 2 
3 السانة الكلية ني 7 0( 2 س( ن کے 
- )انا ان ۳) دن ان۳٢‏ + آن۲ * 2 
14 رحد ةه 


سس( ن) ۔ ان۲ + ان 
س (ن ) = ا1ن + الیل هد ان 
جی( ۳) * ۱ ۲: + 1 ۰ ۲6 وحدة/ فا 


تب ۱۱۰ 


تباریسن ( اب د) 





)١‏ اسب المساحة السد د ة بین ص۔ ٤سس٢‏ والمحورالاول 
۲ ااخست البناسة ا لد د 2 بین ص۰۳ س: بالمستفیمین ع ۱ 6 وت ۸ 
(r‏ احسب الساحة البحد د ۶ ہین المتحني رنه م ۲ حیث م 2 ح ؛ ( ثابت ) 
والستتیین س ٭ ۱ء س ٭ ٢٣٢‏ (حیت آے صنر) 
)٤‏ احسب‌الساحة النحددة بین‌السنحئي ص ن٣‏ والمستقيم س A=‏ والخورالتاني 
۵ احسب الساحة المحد د ة پین الينحتي ص« اس س۲ واليستقيم ص- ساس 
)١‏ احسب د اليساحة المحددة بين الشحني ص»ه س٢‏ والمستتم ص= ۲ ۲س 
۷سا جسب المساحتا لبحد د 3 بینا لمتحنیین ص س س٢‏ ع ص» با س۲ والمستتيم 
ص“ ٢س‏ 
را تک یں کت اور ات ور 
١1‏ سے 


1) احسب الساحة الحدد 3 بین‌النحنی ص« ۱ + ۱۰ست اس؟ پالنخور الاول 

(0٠‏ احسب الساحة البحد د ۶ پین‌المنحئی ص٣‏ ٦س٢‏ + ١‏ اس ٦‏ والحم پر 
بین س۔ ۱ ء س۰٢‏ 

١‏ اخسبالساحة المحصورة ہین المحور الاول والمنحنی ص ٭ هس 5 س؟ للبتطتة 
التي يكون فيبا ص > صر : 

5) هيل الساس لمنحن يساوي اسن ٤س٢‏ غفاذ| ا من نلطة الاصل جسد 
معاد لته وبین ائه یتطع محور السیتات تانية عند س* ۲ ثم جد المساحة المحددة 
بين‌السنحتي والمحور الاول ۰ 

۳ لیکن ق(س) ‏ س( ١د‏ س!) برهن ان‌الساحة المحد دة بین وشحتی بیان 
التطبيق ق في الفترة [ ١‏ ۵ مله هع حيث ه 2ح ++ يساوى الفيبة البطلتسة 
للمساحة بين النحور الاول والمنحلي في الفترة 1* ه 3] 

(f‏ ليكن ق (س). ٭ ١اس ٢٢‏ -س٦‏ یقطع, محور السينات عند النقطتين 
ا ب ولتکن ل اعظم فيمة للتطبيق ق * برهن ان 

ال × طول | ب - ثلاثة اشال الساحة الحصورة بین منحني بيان التطبيق 
والمحور ا لاول والواقعة في الريع الاول * : 

٩‏ سحن سير بالنتطة ( : ۱۰) وله عند: اية نقطة علیهف اهوست + سب پا س؟ 
جد معاد لة المنحني والبساحة البحصورة بين المنحني والسحور الیل ني الفسترة 
3ء 6 


سح ١٦ے‏ 


۱۷ 


A 


15) جد 


(٦ 


٢۲‏ ےچ 
eT‏ 


IG 


۳۰ 


الشحني ص پیر بالتتطة ( ۲ ۱۰) واذا کان لا مد سک + سس E‏ 
لہ س 


جد محاد له الشحني بالبساحة المحد د ة با لاحد ائیین السینبین لنقطتي اعظم قيمق: 
محلية راوطا تيبة محلية له * 


جد البساحة البحصيرة بين الشحتي ص س( س ۱١‏ ) ( س۲ ) ومسصور 
السیتات وین س« + وس ه 4 





جد البساحة النحصورة بين الشحنيين س٢‏ + ص۲ ۱۳ و اسا + صا دع 


جد الساحة البحصيرة بین المنحتیین ص۲ * 1 اس و ص- ۲س 

جد الساحة الحد د ین انشحلي ص* س -س؟ والمحور الاول تي‌ + : 1م 
جد الساحة لته د دیا لهنیتی می اکن ا 

جد الساحة المحددة بين المستئيم ص* ۲ والنحني ص« س(۲ س س) 

جد المساحة البحد د ة بین‌اللحئیین ص۲ « س۲ وص۲ ۰ ۸ ( س- ۱) 

جد الساحة اللحد دة بين ٠‏ ء ص * صفر ه + سبلب والشتيم 

س۰ ۱( حیت 1 > ۱) ۳ 


تفس تین (؟) استدال الععاد ند صد مت بالساد لس ج 
س٢‏ س 
جد الساحة المحداد ة بين المتحنيين ص ٭ س٢‏ ساس ی ص“ س ب س؟ 





شبه +2 "۹ ,, ہه+(اھفھاء 

(] + ب » ه) ۰ استخدم معلوباط في التكايل لاثبات ان مساحته 

- پڑھ(ل+ پا : ۱ 

جد مساحة المثلث ال ی رو وسه ( ۰ ».۰) IR‏ ء ل( ب وسى) 
باستخد ام معلوما تك في التتامل ۰ 

من تبرین ۲٩‏ الی ۵۲ ) ارسم مخطط د یکارتیا في کل حالة للمنطقة التکونسة 
بالمتحنيات المعطاة ثم جد مساحة هذه الشطتة 

سء ۲ دس ؟ 4 ص» سا + ص ه امن 2 


سس ۲ اس .٢ی‏ ص سا ۾ ص۳ 1ب س۲ 


ے ۲1۲ - 


ع 


(rr 


(4T 
(Er 


34 


من همه صفرء س = ؟ ۵ ص» مرك ۾ ص» ]اس 


سے سرد کت وی ےسیا ےا 
ر 5 


سن من صقر 6 ص س٣‏ 6 ص = س 
سے صفرے س×٣‏ ب ص » UES‏ 2 
س" E A Î‏ سن + صد ) 
او 1 ه جن سا ۾ ص مرو 
مه یا وی یا 


من» صفر 6 س٠ ٣‏ .اصع صثر وا س سس 
۷س + ۱ 


من ه ا ۲ ص؟× س 

ص« صفر ه ص * ۲ و س» صفر 4 س« ص٢‏ 

۵ ۱۰ ۵ س سصض+ |= + سه اص 
س« اه یس ص 46 مر( 2 

س ص٣‏ 4 سن = 1۸ بصا 


ص = را س و ص س٣‏ 


)ص = ٤س‏ +۱ ۾ س + ص ۱ 


(t1 


(4Y 


ص س٢‏ + ٤‏ ش+ ٠۲‏ اس ناص + هم = صفر 


0 :1 ص 
صسط ای ص ٢‏ ےو س = صفره سن © سب 


اس ]۱ 
صا = ۲ تس ٤‏ ص » ]اس + ۲ 


ص س٣‏ ۾ ص= س ۾ ص۱۳ 4 ص٢٢‏ 


۲ 
ص" اس ھ اص شس م ضص * متس ۵ اس > تفر 
: س٢‏ 


س“ 1 س - ٢‏ ۾ س٣ص ٠١‏ ذ۵ ص » صئر 


س“ ١‏ ٭ س ٢‏ + ص لا سے صا س٢ ١١‏ 


ے۲٢ے‎ 


2 انان 
۳۴ 
شاي لٹکن د دائرة بالنقطة آ ( ٢٢٢‏ ) وٹس السٹتم ںہ !هن الننطسة 
با( ے1) ء : 
ولیکن ل الیستقم الڈ ی محاد لته صب س» د 
فاا کان ل د م الت ها 
)١‏ جد معاد لة الدائرة د ۔ (r‏ برهن ا نالشكل .بح د. مربع 
سكت المثلث”! بس رؤاوسه الئقاظ 1 () ١‏ ءے ٣)٤‏ ب ( ۷۰۷١ی‏ ھ(-٦۔))‏ 
)١‏ جد بشاحة البثلك آأبى : 
۲ جد معان لة الك ائزة التي بركرها ['وتيتن باح 
)٣‏ جد النسبة الي يعم با محور الضیتات المستتیم پا 
ساب اذا كات( اء ك م )١‏ هي نقطة تماس‌المستقیم #سب ۲ص + ۲١‏ مفسر 
مم الد ائرة بن؟ + ص؟ ہے ۲ اص‌ستاس+ ) « صفر جد احد ائي اللمایة الاحري 
لتطر هث» الدائرة اذا كانت 1 هي احدى يبايتي هذا القطر ٠‏ 
س؟ہے انتخب نظاما احد ائیا وظلل منطقة مجموعة التنا ط في کل فیا يلي :سے 
س = اس وض ؛ (سن وا ص) TES‏ ٣س٢‏ + ٣س٢‏ 1۲۷ 


1 5 
2 اراس ما ساس ورک ساچ س جرس + ٦‏ ] 
س «ص) ; (س عصا 3ع شا ا 
( مره ۰۲۳ ۲۰ و وت كر 
رہہ حك معاد لة كل من انمستتيمات التي ٹر ضحی المستقم العمل ى على ا لمستتيسسسم 


٤س‏ س کس« ۱١‏ ۰۰ ٹم جد معاد لة المنأس للدائرة ٠‏ 
س1 ٩‏ ص٣‏ +1 سب ٠"‏ ص۔٣۲‏ × صفرء والذى ينتبي الى هذا السحي ٠‏ تم 
ب ان لنسالة حلين ٠‏ چ 

عربتت حد مہاد لف المسوعة هھ 11 تتحلة مجموع مربعي بعد با کس یں 
الممتفيمين ست می :۵ » صفر م انس + ص احفر مساق 1 1 


۳ 
1 
50 
۴ 


03س لين 3 ع تاح یت )ر = ا س 
لتكن هد معاد له مجمرية كل المستقيمات التي في منحمي المستقيم س + ص »م ه 
وليكن كل من م 6 ڑھ بت ۳۱۳ ۱۱۰ 2 و 
ت( - 21۲ وان م لمق .1 ب وليكن كلمت پ٤‏ ى 
EES‏ 


کے 
ع گے 


ساسان رمان بیان ق عند أ ء ب علی الترتیب جد مساحة الشکل المد د 
EE‏ : 
بالستهمات ۴ 6 1 3 0 
سرت پپاسن الد اثرة س1 + و۲ - ۷ عند النقطة ( )١ 6 ١‏ يمس بيان‌التطبيق 
ا ا وج کل یه [ 


رگ لیکنق :ج 4ج بحیتاق (س) « . اس ظا + ۲ + ۲ الا کان س ۱ 
1 تی ما سد | 
۳ 

۱ ثل ق دیکارتها ۲۰) جد المجموعة ك دح یکون ق ند ها متنافصا ورهن: 
ذلك ۳) حصل ق مستعر عنك الواحد ؟ برهن اجابتك 
؟) هل تبجد أصغر تبمة للتطبيق ق ٢‏ علل اجابتك 
«) هل تيجد غاية للتدطبيق عند الباحد ؟ برهن اجابتك 

س ۱۰س لیکنق ۰ ج سے ح بحیث کے أذ كاس! 2 ؟ 


| سب ۲ 
قت) * | [س] + ۲ اذا کان ۲س ٣<‏ 
سن + ا اذاکان آس ک٣‏ 
۱) ارس ق في المستوی الانلید ی 7 
۲ برهن ان ق مستبرعند س» ۲ 
۳ مل ى تاہل للاعتناق عند ۲ ؟ برهن اجابتك 


۹) برهن ان ق فیر مخد ود منالاسفل في 33 + ۲ 3 
۰ برهن ان ق مستمر مس . چ [ [۰٢۰ ١‏ 


س! ١س‏ ليكنق ؛ ح سے ح بحيث 
۳ ِ 1 س؟ + ١‏ اذا كان س< ١‏ 
وک / ا اذا کان ۱ چرس د۲ 
آسس ۲ انا کان س ٢‏ 


۱) ارس ق في المستوی الافلید ی 
۲) اثبت‌ان‌ق مستمرعند ٢‏ 
؟)' هل ق قابل. للاشتفاق ق عند ؟ ؟ برهن اجابتك 
6 هل ق مستمرعتد ۰( ۱) ۶ برمن اجابتك 
ه) هل ترجد غاية للتطبيق عند ١‏ ؟ برهن اجابتك 
س۲ ١‏ ليكن: دس اذا گان ETN‏ 
ق (س) = ۳ اذا کان + جد س جر 
م اذا کان 5555-5-5 


ے ۲٦٢٢‏ سے 


وليكن ل (س) = 2-1 

۱ جد اکبر منطلق لکل من‌التطبیین ق » ل 

؟) مثل كلا من قه ل د يكارتيا 

۲ جد آن اکن ( ۵1 آل ) (۰۰0۳۲(ق ۵) (-۲) ۰ 
(ق هو ل) (۲۰۷) ۰ (ی هم ل) (منرا ء 9( ؟) 

؛ هل ق مستمرعند ۲ ؟ پرهن اجاپتك 

ه هل ق مستمرعند الصفر ؟ برهن اجاپتك 


س۱۲- ليكنق : ع سه ج بحوت 


سس ا 

۔ ك 

ق (سا ٭ ا ا اس میں 
3سا ادا کان س چ. ٢-‏ 


)١‏ مثل ق ديكارتيا )١‏ برهن أن ق متناقص ساس > صفر 
۳ برهن انق غير مجد ود من لاعلی 


ء ق( -۳+ ه) 3( + شا ) 


6 جد قيمة: اذاکان ۰ < ه ١<‏ 


ق ( ھا 
۰ هل ق ستمرعند الصفر ؟ برهن اجابتك 


: ٣ت ٢‏ یں 
اس ادليكنق (س) » ا اذا کان س د : 
7 عند س = |١‏ 


)١‏ مثل ق ديكارتيا. ۲) هل ق مستبرعند ١‏ ؟ برهن اجابتك 
؟) جد المجمعة ك < ح بحیث یکون ق عند ها متناقصا ؟ برهن اجابتك 
'4) هل توهداغاية للتطبيق عند ۱؟ برهن اجابتك 

سه ١‏ ليكنق (س) «ا سن لا [س] 
)١‏ مثلق ديكارتيا ۲) هل ق محد ود ؟ برهن اجابتك 
(r‏ برهن ان ق ستمرمند سب 

سا اس لیکنق : ح / ] ١۱‏ ۲] سح بحیث ق(س) ۰ سس[ 
وليكذل ب ع / ]ا ] س4ع 5 اکا 


ا 


)١‏ ثل كلا من ق هل ه ق 6۵ ل »ق © ل ديكارتيا 


11 


؟) جد اعظم نهمة واوطأ تيمة للتدلبیق ل 
؟) جد الحد الاعلی للتدلبیی ق © ل 
۲ جد المجموة ال زئية من مدللق ق بحپث یکون نیبا ق متزاید 
«) نس المجموة الدزئية من منطلق ى بحيث يكون نيها ق متناقص 
)١‏ هل يتناظر ق مع السورالثاني ؟ برهن اجابتك ٠‏ 
لاا الما كانق نح سس یٹ ق(س) ٭ ۱ ا 2 کی 
1-6 اذا كان س 3 ص 
حيثاص بجبوهة الاعد أد ال صحياحية ٠‏ 
اا ا فد رو یں ياي د اس ار [ 1918-1 
)٣‏ برهن ق مستمرعلد 40/8 ه٥‏ 
)) جددفاق ۰ هلق تابل للاشتقاق عند ۵ ؟ برهن اجابتك 
۳ 3 کی و 7 اذا كانس 1ء 3۰ 
س اس و ]-۰۱ 1۰ 
۱ سل ق دیکارتها ۲) مان 


۲ هل ق ستمرعند .53 برهن اجابتك 
6 هل ق ستمرعند صفر ؟ برهن اجابتك 
م) هل ق تابل للاشتقاق عند الصفر ؟ برهن اجابتك 


س٩‏ ۱- لیکنق - ج ۱۸( E‏ وري الع نا 


س ا 
جد شاق غضاق 
۲ 2 
۱ 1 11 
۲ سك ليكنق: جع ۸ ۰۰ N‏ ل سے 
' سا دس 
جدغاق 


1 
بر۲۱-اذاکانی (س) * 2-٩‏ س۲ فجد 

)١‏ معاد لكل منال مستقيم الساس والعبود ی علیه عند النقطة التي احد اثیبا 
السيني بت ۲ 

۲) جد مساحة البثلت المخدد بین المماس پالعمود علیه والمستثم ص چ. ۰ ۰ 

۲ جد مساحة اکیر مستطیل یمتن رسمه بحیث نقطتین متجا برتین من نتاطسسه 
منطبقتین على محور السيتات والنقطتين البانيتين على متحتى التطبيق * 

N O ناذا موه بین‎ E 


1۷ 


: ٦س‏ نے ن؟ اذا کان سب٢‏ 
ل اتا EET‏ 
س ت٣‏ اذا کان س ت٣‏ 
)١‏ مثل قد يكارئيا ۲) جد اعظم قيمة دق 
۲ برهن ان کل من ق ( 7 ) + ق( ۰) اعظم تيبة محلية للتطبیق ق 
؟) يرهن أن ق متتاتی باس > ۲۳ 
* برهن ان ق متزاید في زس: س و ص ه سح 1 
1) برهن ان ق غير مترايد ضير حتاض‌ني [س ه ‏ - )4 ل 
۷ برغن ان ق غير محد ید من‌الاسقل کرت 
۸) جد معاد لة السباس لبیان ق‌عند - ٢‏ ۷ ۲ 
٩‏ جد (ق » ق) (۲) 
)٠١*‏ برهن أن قغير مستمر علد س ٤‏ »۲ 
)هل ق مستمر عند ب 7 ؟ برهن اجابتك 
رن اکن یں ات 
۲برهن انا ق مستبرختد ‏ هر۴ 
٤‏ جد ح د ح پکون عند ها ق (س) « س۷ 
E ODE CO SS E SIS‏ 
ن ن ن 
۲ جد المضاحة بين پیانق والمحورالاول تي [ -۳ ۰ 1۰ 
س7 اس اخسب قيية ۱ ب وس وان التي تجعل التطبيق ق (س) - 
آ س٣‏ + پاس + حا س+ ن له اعظم قيمة محلية عند النقطة ( ل )٠١ ٠ ١‏ ولم 
نقطة انقلاب‌عند النقطة ( ١١‏ 1) ٠ث‏ جد معاد لة الساس‌لبيان ق رم 
نقطة الانقلاب ٠‏ ومثل ‏ ق ديكارتبا وجد المساحة المحددة بين بيان ق والبحور 


الاول في الفعرة [ ۱ ۰.۳۰ 


س؛ اس لیکنق : ع /[۱] سب ج بحیثق(س) ٭ اس + 





س ا 
له اصغر قیمة محلية عند النقطة ۱ ۲ + )٠١‏ فجد تيموأاه ب ومتل ق ديكارتيا * 
س ۲١‏ لتكن أ ي النقطة ( ۲ء ب ١ ) 1١‏ ا ب وح یمسایل بیان التطبیسسق 
قاالاس): > سے 1س عند النقطتين .ب وى جه -احدائبي کل مسن 
ی متسه البتلت لاس ره ۰ 


- ۲۱,۸۸ سم 


10 لیکن ی 1 + ۲]سه ح بحیث 
۴ ص اذاكان ' + جرس < 1 
ق (س) « ] سس الاکن ا 2 
سب ۲ اذاکان ۲ < س < ۲ 
۱ برهن ان ق ستبر * وبنلهد یکارتیا 
۲ بين انه يمتلك اعظم تيمة في ننطتین 
۳ هل النقطة ( ۰۱ ۱) تقطة حرجة ؟ برهن اجابتك 
ہن ۷ت |) اعط ثالا لتطبیق ستمرني [ب۲ ۰ *] ومتلك اعظ, قبمة في نقطتین 
وا رطأ قيبة في ثلاثة نقاط مختلفة ٭ 
ب) افط الا لتطبیق مستمرفي 1 136 تاك اعظ تيية لاس 3 [5» #رك] 
ج) اعط بثالا لتطبیق مستمرفي [۰: *] وله أصغر قيمة عند س" ١‏ 
و ی د 1 ۱۲۳۰۲ 
د) اعط بثالا لتطبیق ستبر معرف في [-۱ ۰ 4] وله اعظم قيمة عند س » صخر 
وله أصغر قيمة عند مسی* ۲ واله‌غیر تاپل للاشتفاق عند س-« صفر ه وفنسد 
سآ ۲ ۰ 


س۲۸ لیکن ق (س) ٭ و سن كك 


س +۱ 
۱) برهن ان ق مستبر وجد اصفر تيبة له 
۲ ارس البخطط الديكارتي_للتطبیق مع منافشة مايلي + 
۱) التناظر ب) التتاطهع الحورین ) مناطق النزاید والتنا قمص 
قاط الحرجة ۵ ) مناطق التقحر والتحه ب ونفا ط الانقلاب ه ) المستقيمات 
المحاذیة و) حد ود التطبیق ۰ 





آس ۱ ۲. ات ۷ سس > صفر 
لیکنق (س) “ اط 
ينق كاده ۰ 
چیا ا س < صفر 
چس + :1 


بون انه ليس للتطبيق اعظم قيمة وليس لە اضخر قیمة تم مثل ق دایکارٹیسا ٭ 
مس ٢‏ جد اعظ تيمة للتطبيق ق : [۰ ۶ ۳] سل بحیت 
مل * 1 اذا كان صفر عر سئ کے ١‏ 
ق (س) اب اج ی ہیر مو 
مل ق تاہل للاشتتاق عند ١‏ ؟ برمن اجابتك 


- ۲1 


ےس٢٦‏ + )٤س ٢‏ اذاكان اجتي سسحتي ؟ 


س ٢١س‏ لیکن ق (س) 0 پوس + اس اذاکان ٢ھ‏ س کے٢‏ 
عیت ف : ونان 24 


)١‏ جد نقطة اعظم قيمة للتطبیق 
؟) هل ق قابل للاشتقاق عند هذه النقطة ؟ ا 
۹ جه لت حة الور دن" .سن إنياث كس اتود الول 
س؟ ؟س جد احد أثبي النقطة (س ع ص) التي تقععلی کل من‌الحنحتیات التالیة بالتي 
تکون المسافة بینها وین الننطة المینة ازا" کل سحن قیلا یل آقصراین . 
)١‏ سآدض؟ ۱۷۱۶ ۷ 1۳ 
ب) سس اس[ ۰ ( 1 ۰) 
ج) مرص؟ » الاسن م ( و ) 
س ٣۳س‏ 7 2-2 ارس المخطط الد يتارتي الی التطبیق ق (س) - 
ثم ارس المخطط الد یک رتي للتطبیق ق (س) : 
۱ ق (س) =« می۲ + ۱ ۲ ق(س)۰ آس۳ + ۲س۲ ب ١١س‏ 
۲ ها )۵ - م۲ ٤‏ و تس و3 
س؟ ا لح مايا في ENG‏ سس اوطاً قيمة محلية وارسم البخطط 
الد یکارٹي ای سا او 
)١‏ ىق (س) - ست1)؟ ۳ حیت ۰ ساوح 


اھ ی اس ات س0 ع« ۰ 
س٢‏ س۲ 


۲ + ب اس + ۱۲س‎ ٢سا‎ ٤)اس‎ ٥ص‎ )٢ 

رمن انی س ما(عس-س۲) لواعط بے جد 20 7 

س ۲ب جد حجم اكبر | سطرانة د !ئزية نائمة مساحتبا الكلية ) ۲ ط سم ۲ 

س۷ ۳ب اذ | کان مجموع المساحة الكلية لاسطوانة دائرية قائية وسطح کرة نمف تطر کل 
نها یساوی نق هي ۷۵۰ ط سم ۲ ۰ 
جد تيمة نق عند ما يكون مجموع حجمیمما اعظلم مایبکن 

س ۸٢ے‏ اذا کان مجموع تاعد تي وارتفاح شبه طحرف ٢‏ ۲ سم ویزید طول احد ى التاعد تین 
علی الاخری بمقد ار ۲ سم جد ایعاه »عند ما تکون مساحتہ اکبر مایمکن ٭ 

س ۱۱-۳٩‏ کائت النتطتین آ » ب نهايتي قطر له اثرة ونقطة ح تق‌علی محیطها فای 
من العبارات التالية صاد تة بالتسبة للمثلث | باح 
)١‏ اکبر بساحة للمثلث] بح عند ما یکون متصاری السافین 
۲ اصغر مساحة للشلث آب- عند ما یتون متساوی الساتین 
۲ محیطه آکبر مایکن عند ما یکون متساوی الساتین 
٤‏ محیطٌصفر مایمکن عند ما یکرن متسا وی الساتہن 


کے 2 ہے 


س ٤٠٤‏ س‌عند ما يكون كل من محیط وقاعد ة مثلث معلیم احسب طول الضلعین الاخریسن 
عند ما ٹکون مساحته اتبر مایمکن 

سا٤‏ مستتيم يمر بالنقطة ( | ۾ ب نيلاتي تحور السيئات ني نقطة = پحور الہاد ات : 
في نقطة ه فاذا كانت ( نو ) نقطة الاصل فبرهن ان اصفر تيمة لکل مما يأتي «س 
د( »هاون ( و +د( وه هھ) »د ( وء ح)×د(وeها)‏ 
حيث د التطبيق المسافي 


ام کے 
هي على الترتيب ۰ ( ۳1+ بر +0٤‏ ت۰ ۶ لب 


س۲٤‏ لیکن د (س) = (ق 0۵ ع ) (ش) حیث‌کل من ق 6 ع له شثقة اولی ومشتتة 
ثانیة بان ق( س) 4 ۰ ے (سا>٭ لاس و اك خہل العہسارات 
التالية صاد نة ؟ ان كانت صاد ثة برهن اجايتك وان كانتكاذية هات شسالا 
" بوید کلامك ۰ ۱ 
۱ اذا کان کل‌من ق + ع اعظ قيمة محلية عند س - أ 
نان د له أعظم نيمة محلية عند سه 1 
۲ آذا کان لکل‌من ق ء ع نقطة انغلاباعند س » أ فان د ك نفطۓ انتسلاب 
عند سه أ 
س8 لین ا ند ٥٢‏ ميل شرق المينا" ح وتتحرك نحوه بسرعة ٠٢‏ ميل/ ساعة ٠‏ 
والسفينة ب تبعد ٦٦‏ میل جتوب ح وتتحرك تحره بسرعة ه ١‏ هيل/ ساصة ٠‏ 
اثبت اناليعد بينالسفينتين يكون افل مايمكن بعد يفي لل ١‏ ساعة * 
سر 4 ساق(س) ۰ ١١س‏ س٢‏ 
جد الساطق التي يكون فيها ( ق متزاید | اوبتناقصا ثم جدان امتن اعظلم روط 
مق ق ی 0 eT Ie‏ رای ال 
س٤٤‏ سليكنق :_ ]۱0۰۰[ سه ح يحيث ق(س) - 


۳ رو می 
)١‏ جد مناطق التزايد والتناقس ژالشقاط الحرجة 
۲) جد متاطق التحد ب والتقعر 
۳ جد أن امكن اعظم واصغر قيمةٌ للتطبیق 
٤ا‏ مثل ق دیکارٹیسا ٭ . 
مرا٤‏ س | باح د مریم طول شلعه 1١‏ سم ثرضت النقطتان ھہع ق علی باح ‏ حد على 
الثرتیب بحيث ان ح اق - ٢ب‏ ھ ائيت أن اصمّر مساحة للنثلث » 75 سم. * 


- ۷۵۱ 


س ٦٤‏ لوحة اعلانات مستطيلة الشكل مساحتها ۲,۲ ۰ افتطع من حافتها علسی موازاة 
اضلاعہا قطمة' بعرضں ١١‏ سم لکل من قاعد تیہا العلیا والسفلی وعرنں ٠١‏ سم 
لكل من ضلعيها الاخرين اوجد بعدى اللوحة يحيث مساحة الجز' الباتي يعد 
الاقتطاع اکر ماییکن ٭ 

س۸٤‏ جد تیم التکاملات التاليسة +ب 
4 0( >س؟ + س۲ + اس ط) دس 

0 
۶۰۶۹ ی 
پاسں 1 


(r‏ را کی ره 


4( (ع )دع 
۳ ۶ +۱ +۲ 


۰( ) ٤س١‏ سے () ما ٤س٣‏ ۳صس+ ٣‏ + دس 


1( س + س +۱ 


سن + س +۱ 


س 41 جد القيبة العد دية لكل مما يلي ٠ن‏ 
I ۲‏ 


لس 


0 / 21 س 
1 سا 
N‏ ۱ 
608۷٤٥‏ ادس 
(r‏ ال رک ار 
4 7 17 ہی دس 
س٠‏ سد جسم يتحوك على خط مستقيم بحيث سرعته محرفة بموجب القائون 
س(ن) × آن۲ - ان ۰ جد المسافة الكلية التي ينطعها هذا الجسم نسي 
الغترة ٠ء ]٢‏ : 
سا٥‏ جسم یتحرك علی خط مستتم بتحجيل ت ( ن ) » ؟ن + ٣‏ ناذا کانست 
س ( ۱۰) - ٠١‏ اق/ ثا حيث س (ن ) سرحته في اية لحظة ٠‏ جد المسانة الكلية 
التي يقطعما الجسم في الفترة الزشية [1 ۰ ه] 
س5 هس جسم یہد آ حركته منالسكون بتعجيل قد رہ ( ۲۰ - ١ن‏ ) ق/ ثا ٠‏ متي واينيتف 
الجسم مرة اخری ۰ 


ے ٢۷‏ سے 


س۵۲- تحرکت نفطة ماد ية علی خط مستقيم وبتعجيل ثابت فكانت سرعتها بعد مضي « نا 
من بد* حرکته 4۰سم/ ثا وسرعتپا بعد مضي ۸ ثا من بد" الحرکة ۵۲ سم/ 9" ۰ 
احسب پا ستخد امالتکا مل التحجیل والسرعة الابتد ائية ٭ 

س؟ ١س‏ تذ فت كرة راسيا الى الاعلى من نقطة على سطح الارض وبسرعة ابتد أئية قد رها 
۲ ق/ ثا ٠‏ جد باستخد امالتکامل ( ۱) السرعة والمسانة في اية لحظة ن. ۰ 
( ؟) اقصی ارغاع تصلاليه الكرة ٠‏ 1 : 

مرة ه جسم يتحرك على خط مستقيم. وبتعجيل - 4م/ ثاأعند كل (ن ) حيث (ن) يشل 
الزمن بالثواتي ۰ وکانت سرعته = لم / ٹا ٭ وكانت المسافة ب ,جم في نهاية الثائيسة 

٠ جد المسافة المتطبعة في الثائية الرابعة‎ ٠ الارلی‎ ٠ 

سا ٥س‏ لیکن ق تطببق كثير الحد رد وين الد رجة الثالثة بيحتق الشريط التالية ٠‏ 
)١‏ ق(كا) ع ۰ ق(۱) ۰ ۲ :ق(۰) ۰ 4 ق(-۲) «سه 
۲ ق(س) > ۰۰ لاس و ع Gg «e [1e J/‏ أس)< © ١‏ مسن ى ]1۲۰۰ 
۳ قّ(س ) ۰4 ہی ہے ١‏ ای( ا ا ور یر ںا 
1 سل ق دیکارتیا (ب) جد پیان ق ( ج) جد العساحة بین بیان ق 
والعحور الاول والیستقیمین سه "و س- ۳ (د ). جد اعظم واوطا فيسة 
دی اي [-۱ ۰ ۲] 


۲۷۲۲ — 


سس۷* لیکنق : ج / [ ٭] سے ج پحیتاق (س) سا مت سل 
سس 


)١‏ برهن أن ق مسثمر عند ام جد مساق 


؟). جد معاد له السا لبپان ق پالعمود علی الستتم آس= اص 

۳) جد مناطق التزايد والتناقص والتحد ب والتنعر وا لنقاط الخرجة واعظم نيسة 
محلية واوطا قيمة محلية ونقاط الانقلاب ان وجد ت ۰ 

6) جد نقطة او تقاط تتاطع ق مع الحور الاولٴ 

5) مثل ق د يكارتيا 

)١‏ جد وبصيرة تقريبية ق 1۹۹۸ر*) 

7) جد ق : 

۸) جد المساحة بين بيان ق والبحور الاول E‏ ۱ س» ۲ 


حاذا كاوق : CE‏ 
س پا س د ۱ 
بحہٹ وہ سںا) ٭ 
س٢‏ + آس + بر ٭ س كد ا 
وکان ق قابلا للاشتشاق عند ۱ نج تم ا ب 
س١۵‏ جد پصورة تقريبية تیم ۴1۷ + كنا 
باستخد ام نظرية القيمة الممتسطة ٠‏ 
س5 منخن يمر بالنتقطة ( * 6 )١‏ وبيلهعند اى نقطة (س ٭ ص) هو ٢س٢‏ + ٥س۔٣‏ 
جد كل من اعظم وأصخر ثيمة محلية له ٠‏ 
سا 1س جد بعاد لة البنحثي الذى يبر بالنقطة ( ٠‏ ٭ 5 ) اذا كان سي لالمتحني لايسة 
نقطة (س ه ص) یساوی مس مل انی ل یی ا 910100 
: خٰ 
یا من يعر بالنتطة ( 3 له مہ ای عد ات “جد 
٣س‏ 
معاد لة المنحني وهل يمثل تطبيق ؟ ولماذا ؟ 
س۱۵۱-1۲ علمت ان ق"( س) « س۲ - اس+ ۲ وان الاخد ائي الصادئ لنذضفة 
الالثلاب» ؟ جد ق(س) 


ت :۲۷ ات 


س1- ا3اکان میل‌الساسن لشحن عند اية نقطة (س + ص) یساوی رهسن 
آن النحئي يمثل دائزة ٠‏ اذا کان یمر پالتقطة ( ۲ ۰ ۱) م جد وکسا 
وتصف قطرها واحسب طول الساس للد ائرة من‌النقطه( ٦ء‏ ۰) 

سس ازم الخططاالدیکاری للتطبیق ق (س) ٭ 1 س- س؟۔ 
م جد المساحة المحصررة بين پیان‌التطبيق والمحور الاول وبين المستنيميسسن 
س » ٣‏ 4س = ۲ ۱ 1 

٦1ے‏ ادا کان ی (س) = اس- ۲ مان اسف تيمة محلیة له * مت جد* ی( شن) 
ثم ارسم البخطط الديكارتي للتطبیق واوجد ؛الساحة المحصورة بین بیان ق 
والمحور الاول * 

س1۷-اذا کان و (س) ۰ اس لقطبیق ما ۰ وکانت ق 2 20217 ا 
اعظم ثيمة محلية ۰ جد ق (س) ۰ 
ثم ارس البخطط الد يكارتي .للتطبيق واوجد الساحة المحصورة بین بيان ق 
والسحور ا لاول في الفترة [ 9 6 ,) ۰ 











س14 ليكون ق : اماع حت er‏ پا یت 
ق(سن) » UY‏ 
سب ۲ 
1 ۷س ھ Jr «I‏ 
س*+ 
اس ۷ س و ] -۰۱ ۱[ لا[-۰۲ ۱۳ 
۷ مثل ق دینارتیا 2 9۷ ]-1-0۳] 


۲ بين أن ق محد يد من لاعلى وجد اعظم قيمة للتطبیق ق 
۳ برهن ان ق غیر محد ود منالاسفل 

)٤‏ جد (ق ه* ق ه ق) (سه) 

۰ هل یتناظر ق مع‌المحور الثاني ؟ ولماذا ٩‏ 


N 


س 131 ليكنق * ص لهج بحیٹ ق( س) = اس۲ i‏ ۷س ۳۰۲-1 
س #س > ۲ 
سس پاس ل س٣‏ 
)١‏ مثل”ق د يكارتيا 
۲ برهن ان ق متزاید اس > ۲ 
۲ جد (ق ه ق ) (ة) 
؟) جد اوطا تيمة ل (ق ) 
۵ 1 هن ان چ لد “الا 5 
> كل يد إن E‏ _ عع برص أمبتك 
صن ام 


د لیکن ری اج کے بت اوا 0 0 [ 
۲ ۲ 


۱ مل ق دیکارتی 
۲ پرهن آنق محد ود “ا پرمث اہ وہ عر نخر غ کیہ دہع ررگے 
س٢‏ 

س٢ ١+‏ 
س٢۷‏ لیکنق : ] س٥‏ ہ ]لح بحیٹ ق(س) - |]س - ۲[ 

ليكنع : ]-* »4 سهح بحیثع(س) - |س + ۳ 

وليكن ل : ]-* 4۰] سه ج بحیتل (س) « س 

١)مثل‏ كلا من ق هل و »م ق ۵ ) »ی 9 ۰0۵۰ ول 

ع © ل هع © ل ديكارتيا . ٠‏ وبرهن ان كلا منها محد ود 

۲ مثل (ق© ل ) 8 ع دیتارتیا وجد اعظم نيمة له 

۲ جد ان امکن ( ق ۵ ۱ (۲) “لق (ت)اع ) 05 

(ق ۵ ۲۳۰۶2۱ 
0 بر هن إن وسهوخ مص 2 





سا ۲ لیکن ق : ج 4ح بحیٹ ق(س) ت برهن ان ق محد ود 


اس + ۱| پس د ]۳ء 1۰ 
س ۷۳ ليكنق :ج سح بحيث ق(س) » ےا 3 کت تاه[ 
)١‏ مثل ,ق د يكارتيا 
۲ جد اوطا تبمة ل (ق) 
٣‏ برهن ان ق مترايد في ] سا ۰ ۰ [ 
)٤‏ جد ان اکن ( قه ق ) (- هر ) 


۷ 


س) ۷ لیکن ق : ح سم ح بحيث ق(س) - ہے واس > ا 
٤ 1‏ ماس باس و 1 


ںا شس کاس ا 
وليكنل : ح سمح بحيث ل (س) »- 
س٣‏ اس؟ +11 ياس ١#‏ 
۱ منل ق دیکارتیا ۲) مثل ق (4*) ل ديكارتيا 
۲۳ برهن" آن‌ق غیر محد ود من لاعلی 
6 هل یتناظرق مم البحو الثاتي في ‏ [-۱ ۰۰ 1] ولماذا ٩‏ 
)٥‏ هل ق ل محدود من‌الاستل ؟ ولماذا ؟ 
) اذاکان ق © ل = د نجد ( ب ١د‏ ) ( ا بو؟) 
۲) جد ك 2 جح یکون عند ها ق (س ) ٩۳‏ ۰ ۷ س د< لك 


7ض ( سح ( 
۲ 


]1- برهن انق 060 ل متناتصي الم س: عن وص ه س و‎ ٩ 


سس۹ ۲- ليكنق ٠‏ ]م [te‏ لسهاح بحيث ىق( س) © ٹس سس 
)١‏ مثل ق ديكارتيا ۲) برهن ان ق مسد ود ۳ جد اعظم قيمة للتطب 
ق ان امکن 4) جد ك د شطلق ق یکون عند ها ق متزاید وبرهن ذلك 
©) جد (ى د ق) (-؟5) انانكن ٦‏ جد س 3 منطلق ق وتحفقالعلانة 
ق (س) ۲۲-۰ 
سالا ليكنق: ] -۲+ع] سهح بحیث ق(من) «س۲ + ) 
ولیکن ل : ] -۲ ]4ح = ل(س) ۹س 
)١‏ مثل ق دیکارتیا ۲).برهن ان ق محد ون 
۲ جد ان امکن (ق » ق ) (-1) 
)٤‏ رجد ك < نطلق ق یکرن ق‌عند ها متناقصا وبرهن ذ للبه 
۶ جد اعظم واوطا قيمة ل(می اق) 
)١‏ مثل ( ال) دیکارتیا ") مثل ق © ل دیکارتیا 
۸) جد اعظم قیمة ل.( ق © ل ) 
ا دی لام ا می سای زین وم کا 
Cy 7‏ ما اناکای ۱۱ 
س+ ٣‏ اس ج متا 


جا ۷ س > ۲ 
۱) سمل ق دیکارت و 


- ۷۷ے 


۲ برهن ان ق غير محد ود من‌الاسفل 

؟) جد اوطا قيمة ل ( جح اق ) 

؟) برهن ان ق متزايد ‏ اس > ۲ 

ه) جد ( ق * ق ق) (هشرا) 2 

١٠١ ۰ جد اس ود ح بحيث ق (س)‎ )١ 

کا کو مال سریتتقانہ عنم عوف ۱ جرح ؟ 
ظلل كلا بنالمجبعات التالة في اليستدى الانليدى 
مرس ا |[ لسوص) ؛(سعص) 3ح ×حے ۲ص< اس ه سو[-۰۲ ۳( | 

د لس عط ا ال > ۲۵ باس سس 1[ 


e‏ ہس > ص إٗ 


ريصن مارج ۔ 


س1 لا د ائرتان متما ستان منالد اخل عند النقطة ب ٠‏ والساس الشترك لبسا 
عند لقطة ب هو باص اوس هو بے صٹر و ناذا کان مرکز احد اهسا 
هوالئقطة ( ۲ ۰ ۸) ونصف قطر الثائية ۳ رخدات نما معاد لة كلمن 
الدائرتين ٠‏ 

س۸۰ - اثبت ان‌التقطة |( ۱ )١‏ تقعخارج الدائرة (س+ ©)؟ + 
(ص + ۰۲/۱ 4 م جد معادالتي الساسین المرسوبین للد ائرة منالنقطة 
1 واذا کانت تقطتا التباس هما ب » ح قاثبت ان آبم ح مریم ۰ حیسث 
م مركر الداغرة * و 

سا ۸ اذا کان‌الیستقیم آب الذی معاد لته ص = ١‏ ساسا للدائرة 
س٢‏ + ص٢‏ + ٦س+‏ +1 ص+ ۱۸ = صفرعند الثقطة ب ۰ وکان آبم ح سیم 
حیث ام نقطة مرتز الد اثرة فجد معاد لة البباس البرسیم للد اگرة من‌نقطة آ 

س۸۲- أثیت ان‌الداکرتین ( س+۱)۱ + رع ۹ء 
س٢‏ + ص۲ - ۲۰ص +۲ اس ۲ ۳۱۵ ۰ متماستان ثم جد معاد لة المساس 
الشترك لهما عند نقطة تناسپما ۰ واذا کان‌المماس هذا مماسا للد اسسرة 
آس؟ + ص۲ اب س" ٠‏ ند قيعة] + ب ٠‏ 


۱ 


1 

س۲ لكنق: ج ٣٢٠]‏ ےھ ح بیت ق( س )- سا ا 
۱۱-س 

۱) مثل ق د يكارتيا 

؟) برهن انق متناظر بع البحبرا لثاني 

۳ هل تمتلك ای اعظم تيمة ,۰۲ ولباذ! ؟ 

؟) هل حبتلك 1 5 ولیاةا ؟ 

ه ا بر میا دوب تا وی ال ول 


و ا ا ۰ ۲۰۱] مهح بحیث ق(س) ۰ 4+ 
وليكن ل E:‏ -١ءت]‏ 4ح = ل(س) - اسان 


كت 
)١‏ مل ق ء ل دیکارتھا 

۲ ثل ی © ل ديكارتيا ۲) برھن٭ ق © ل ۰ ف 6 ل 
6 جد اوطاً قيبة للتطبیق ق . ۵) جد الحد الادنی للتطبیق ق © ل 
)٦‏ جد ‏ ح منطلق ق بحیث یکون ق فیها متنانصا وبرمن تولك 

۷ هل یتناظر ق مملسور الثاني 1 ولبادا ؟ 


۲۷۹ ے 


لم 


“¢ 


۳ 


گا۔ 


ث۵ ۔ 


N 


-۸ 


ا ماعات لهم دبي رالقرادين الراإضية 





207 ا ا 
مره ىه > (اللول + المفی )۰ 
آطریع مساحّه ۶ سریع ضلعه 
5 ی له 3 بر طول الضاع : 
لمعيل - نتامته ء طول ماع “ب ااشاعه ” 
1 > پا عاصل قرب طرل رن 
ا اک 3 طول ا فو الا 
کچ برمیع الضلع (نا نا كان سسا وال 
شر ا مخوف ساعتھ ء يذ 3 رع اما تن ال الا 
مت > برع اضبرعه 


ج الاھ کا اتی فو طلا 


7 9 
200٦‏ تو ۳ ما لدي 
ی ایا اه مب متوازي الطوعم 
مسا هده ١‏ داشية د ی مات رد حرف , 
عم ىط القَاغعرة ×ا الاتفاع (ا نا کا نا ئا 
الرسطوائة حا ء صاهة الماعرة الات 
ماهم اجاسة E‏ ل 
7 کے عالقا عر بر ادا نت قاق 
اورم ص 3 هل صا ص القاعرة يا افاعم - 
رد لماعت بر الرترفاع الجائي 
0 ا لاريم ء ل داه سے سج 


7 


رت غ + وم +راوروی) صهان . 


وم وم ماھت الت عر ع افاعه 


.|“ انر 2 


ط 
وکا نو ی رم 


ۓے 
0ے 


